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D ifferenciálegyenletek numerikus In teg rá lá s i módszerei 

s .ezek programozása az M-3 elektronikus számolóraore.

A numerikus an a líz is  egyik fontos fe ladata  a d iffe ren c i­

álegyenletek numerikus in teg rá lá sa . Annál is  inkább fontos ez, 

miiiiiiagy a matematikai f iz ik a  ás a műszaki tudományok újabb 

fejlődése soxán egyre gyakrabban merülnek fe l olyan problémák, 

amelyeknek megoldásához elemi utón nem in tegrá lható  d iffe ren c i­

álegyenletek bizonyos megoldásait, i l l e tv e  a megoldás bizoryos 

pontokban v e tt közelitő  é r té k e it k e ll  m egtalálni.

Az első és másodrendű közönséges differenciálegyenletek nu­

merikus in teg rá lásá ra  aránylag elgg sok módszert^dolroztok 

* az adott d ifferenciá legyenlet je lleg e  s a pontossági követel 

menyek döntik e l ,  melyik módszert érdemes alkalmazni. "Abszolut- 

jó" módszer nem ism eretes.

A magasabbrendü s a  p a rc iá lis  d ifferenciálegyenletekre már 

kevesebb numerikus in te g rá lá s i módszer iftüö^.etes.

. . A szébanforgó módszerek "kézi" szúrnitásra készülték, de 

elektronikus számolégópro programozhatok. Fontos és hasznos f e l-
f •

adat lenne az elektronikus számológépek,adottságait figyelembe 

vevő, az ezen gépek " te s té re  szabott"módszereik kidolgozása.

A következőkben megvizsgálunk néhány numerikus in teg rá lá s i 

módszert, s e lkész ítjük  ezen módszerek programját az M-3 e lek tro ­

nikus számológépre. A szébanforgó v izsgá la t óik inkább összefogla-



\

részletesebben• C? iD £j -L.v-' \J O  k> :■• \L' i J •

lő  jellegűek# /A Runge*gutta mádosort k in s ' jg n Lcigc.lfciBft:vi znrál. ■  

a dolgozat tárgyát ugyanis esen rsóöoaerek prognajc. kóposi. I  

l i lo ló t t  azonban erre rátérnünk rövldon ism ertet jtík a eső - H  

bonforné gőpet* ' • « 3

I

A3 :~-3 nóp. .  I

Ab n-3 kőtclnü , pdriasanw  srköflóBü, f l ip  ont t o l  iolroz6  

gép* Ss utőbbi azt eredményes!# hogy eeak abszolútőrtőkboa egy* 

női kisebb szádokat tudnak a gépben ábrázolni* A gép momőriája 

2048 eső tárolására alkalmas# ogy sző 31 b in á r is  jegyből á ll*  Ha
tf ’ •

a cső szádot ábrázol# akkor az e lső  jegy az e lő je l  1 A *0 -®1/ 

a többi pedig a 2~*.C~Í?#***#2~3° helyértékek

Ha & óz<5 u ta s ítá s t  ábrázol# ez o lső  jegy mindig 0# a kö­

vetkező hat b it  a m űveleti jelnek# az osután kövot e s ő  12*12 

b it  az o lső  i l l e t v e  a második cinnek f e l e l  meg*

Az utáni tá s  óikat 0-as számrend ozerben Írjuk fe l#  Így pl*

02 1756 3614 egy vL o n itá st jelent*

A gőp o l tudja vőgezni a négy alapműveletet ős a hely ártó*

ketíkónti lo g ik a i ezorzds Etíivolotőt* Vannak ceenklvUl mőg vo-
■

/

i
s o r i ' s l  ős nc'gáHM utasítások Is*

*



A számítások olvórzéne az 1-1-3 néven*

-V° -'bö
Kinthogy a gép értélckészlete a —i+Z.  ^ k  < y - i -  
intorvallurri azért az adott föladatokat úgy k e ll  tro n szfor­
cá iu l thogy egyetlen adat se essen az Intervallumon k ívü l, 
azazt ne lép jen  fö l  túlcsordulás# Egyszerűbb föladatoknál 
ez lép tók vá ltozta tásca l elérhető# . Előfordul* hogy őzt nem 
ölkerül b iz to s i te r i ;  ekkor az u#n# lebegdpontos ábrázolás* 
módra térünk á t ,  amelynek lényege a  következő#

A számokat narm alizált alakba Írju k  f e l ,  őzen az x szám 
osetén x» a?'Alakot érjük aár aJiol &-<■ 4 j r 3 3 -  <»-

•A gépben külön memoriapoztolókban ábrázoljuk a m antisszát 
s külön pozícióban a k itev ő t óapódig a követkesokbon páros 
pozíciókban a m antisszát a rákövetkező páratlanokban a k i ­
tevőt# /e z t  Így j  elö ljük! /£n)*x» >f2n+l/. Természetesen Így 
az alapműveletek nem végezhetők e l egy u ta s í tá s s a l ,  ezek e l ­
végzésére egy szubrutin t k e l l  e lkészíten i#

Legyen ez a  szubrutin  a memóriában a következő pozíciókban 
elhelyezve*

1 / Az összeadást a szubrutin 
2 / A kivonást a 
3 / A szorzást a - " -
4 /  Az o sz tást a - ff-

u - tó l  u+ iy ig  
q -tó l q+ I^ ig  
r - t ő l  r+ l^Lg 
s - to l  s+ i^ ig  
v - to l  v-f l£.ig te rjed ő5 / A norm alizálást - " ­

része végzi el# Bármely művelet u tán a szubrutin  normáliséi i s  
Je lö ljü k  k i regiszterenként ebben a szubrutinban a  /P ,r+ 1 / ;
/  Q,Q+1/ pozíciókat. (Q-P*2. ) .

P ,
így ha X.̂  <X7~ ) Z akkor bármely alapművelet a kö­
vetkező módon végezhető e l# / <  >  - a l  je lö ljü k  egy mennyi-
ség elmét#/

r K < a P
1*4-1 fiz P+l
r+2 Í  L <hb > Q
*♦3 Ti v c q ^ Q+l
r+4 / l < f y -  *7 V
r+5

r7  ~ ~
a megfelelő művelőt 
kezdő pozíció ja



A* J  sornak  a pozíciónak a cím©, ahova a művelet elvégzése'
u tán  a v ezérlés t á t  k e l l  adni*

Az,eredmény (x+y} *->, X y , £  ) norraalizálvn /P tP+l/-hea 
adódik*

A lobegopnttal való s z á l lá s n á l  az u tasítások  száma lé ­
nyegesen megnő, r lsp o n tta l való számolásnál v iszont ü g y e ld  
k e l l  rrr&f hogy az adatok ne csorduljanak tú l ;  őzt különösen 
a közbülsd eredményeket i l le tő e n  non mindig sikerü l b iz to s í ­
ta n i ,  M©gy ha leh e t i s  ese tleg  jelentékeny jegyveszteséggel*

*

Konvertálás és kinyomtatás*

A konvertálás és kinyomtatás a konvertáló szubrutin be­
hívásával tö rtén ik  a következd két u ta s í tá s  segítségéveit

*r H (X fb " .
V-4 1 ÍJ _  (* ’

ahol C~J konvertáló szubrutin  munSapotio^ója peöl^ a
kezdd pozíciója*

■te CLte r te la x  p e d ig /a / -n  h  *2 iahol n-dl Jd U ltt tt  

az egymásután következő kinyomtat aráé adatok számát, /  6 b i t  
terjedőiarabon /  b-j-el /a z  ©led dm helyén/ azt a pozíció t 
ahol az elsd  kinyomtatandó adat van, l^ -vo l azt a ,.e lm et 
ahova a vezérlést a  kinyomtatás után á t k e l l  adni*



2 .  K özönséges d i f f e r e n c ia -cryon lotok .

Az l . / a  /  / y  «0|l»#«Mn,,V  kezdeti f e l t é ­

t e l l e l  adott ' "

1#/  f /z ,y ,y * , . . . n-edronftü közöné.'geo d if fe ­

renciáló  yonletnek y /x / megoldása az /a ,b /-b c n , ha azonoson
• t

k io lo g iti  l / - o t  s az 1 /a - f ö l t é t e l t .  /a=s0/ , ahol y0'-£. előre 

adó -t értékek.

Föltevésük, hogy a fnego dás o g s in s ten c l'ja  6s u n ic itá sa  

b iz to sítv a  van.

Je lö ljük  a megoldás ^  /a -« 0 -  ^  -  b /  pontban v e tt  y/X j/ 

értőkének közelítőértőkét yn- e l .  A ezébonforgő méa O'/ reknok az

a lényegük , hogy a k ö ze lit * megoldást pont ónként , o az előző
• • * ' ■ ■ 

pontokban már ismert k ö ze lítő  értékek seg ítségével á l l í t j á k  ölő

Osszuk fe l az /a b /  intervallum ot n ré sz re  s a

nevezzük lépésköznek. A égőiddé közelité  é r té k e it az

x - » x0+ ^h pontokban á l l í t ju k  e lő . A h lépésköz nagyságát a

pontossági követeim 'nyék, s az ado tt d if  fő re n d  á l egyenlet je le
i * %

go határozza meg.

' A következőkben k é tfé le  tipuov. módszert visas gólunk, s 

programozunk be; at
• i . ,

lm/ Runge-Kutta módszert s a 

2 . /  Difforenoiamódszerokot.



3* A Bunge-gutta módszer* \

tr*

A Bunge i t a t t a  módszer egyik légkor ban e lte r je d t  nuraeri-

leas in te g rá lá s i mái szer* Előnye, hogy olérgő pontos* s elég
. » 1

na{jy lépésközöket lehet használni* Kézi számításban nafy h á trá ­

nya viszont* hogy sok szám ítást Igényel, mivel aránylag sokszor 

k e ll  a d ifferenciálegyenletbe b eh e ly e tte s íten i * Gépi számítás­

nál különösen fontos az az előnye* hogy non k e ll  kezdőértékeket 

számolni* mint más módszereknél*

A programozandó Rung©-Kúttá módszer Bpooiálls osete a kö­

vetkező álalános mode -rhok*
• i . ■

legyen adva az I

3*1 f/x*y ,y |y ;* .*  ,y/n *1/)n-edrendU d lfférőnél 1-
__ (v) (y) • •

egyenlet, az yQ« y /x Q/  fy m  0 ,1 ,2 ,* . . ,n - l /  kezdeti f e l t é te l ­

le l*  Határozzuk meg a  megoldás és a differenciálhányadosok kö­

z e lí tő  numerikus értőkét az Xjnoe^h pont ban./h  a lépésköz/.

Írju k  fe l  a megoldás s a  differenciálhányadosok Taylor- 

so rá t az pontban* J

= %  + J7 d-
j>*~ )> »> „>
T' y° 4 

y

*

K

( y n >

4
(y-i > 

1 °  4
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Jelö ljü k  aá a ;

összeget*

Akkor

C >* Qj4/2- / - }

nP >') J  J *  / )  f j -  V+Z) j  ' ( V / )  -_

^egyenek a  k,k? k", . . .  ,k/n “1 / mennyiségek olyanpk, 

hogy ezekkel képp^ve az

3.3 . 7 , .  T?U) + XL A  (*o,fr . . ^ . i ) .
. f\J\ lAíWfin.

összeget,

/7g- $ U <  le t a )  lefwen t v
Á llítsa k  e le  a k W  mennyis gekot a kjfkg****^

mennyiségek lin é á r ls  kombinációjaként, azaz legyen

4 4 .

ír

(y) X
■fe. =

ahol k§ az f  függön y  valam ilyen közbülső helyen v e tt  ártáfc#-

áspedlg
7 2 - ~pt' ~4-(yOj Ö̂(. P? / T̂l &), . ..

%:

Í-5. ^  f  &*+<&,^TZ(f*0+Q*a%tj • • ^-,0* ,)+  a ^ - i k j )

M " / /

A 7v(°^) d e fin íc ió ja  érteim'ben az ^ = 7 ^ (0 ^ )

. . . ,  Tx--,(?<?) n * * 1*4* *  * porito0 ^  *

kék bizonyos környezetében vannak.

A(3.5K>®n m ™ * * * , , * , .  A , ,  
abból a f e l t é t e lb ő l  határozzuk meg, hogy az y  A j /  pontos 

értékek, s az yx k ö z e líts  értékek Taylor sora a lefceté logma-

gasabb fokú ta g ig  mogegyyezfen.
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A 3*2 j e lö lé s t  felhasználva*

'V , x , ) 5  c 0  ií. .. =
/K -9

O b
fa) 'hu *v>W

faH)
%*i-?rt)!ő° *")

§ övezetjük a B*SfP oporátörök fogalmát.
(fa)

y  i & f o y ) . . . , y w ; ; .  bS1

'<y[7íPfL 0 / X < ? /
'~ÖX> £ ? r £

Vezessük be a kővetkező je lö lések et*

7 " lto

& = % é  j y , 3 V'ax •' ^
D efin iá ljuk  a D operátort a

W
OUo vu , .

^  ~ C.̂  / ̂ Oj faf t • ■ ■ , AA* <yi -{ )

7/V >

'dlL-fídU?
-P ., . ' 9 ^
/ 'x y  f ,

|  t  + b M  n *a
h o l  

így nyilván

' dxDjU))

egyenl ő bő egei 9

7  * .
A D operátor r-odik  hatványán fo m á lisa n  x

r 1
£  - ( 2_ +- iu, 2. > . .  .+ vV <c>x o/< - r2.

Ottó
9

, )
k ife je z é s t  értjük*

*rtelaozbet^ í  Is* • ..

j L & f i : á  cLxfo +  tAifi-i—■■+ /  +■ 4^^ ® j

Jelö ljü k  á - 3 /- - e t  £  ^ -e l-

•>* = £ ® i -  ■ • ■ ■ ,

i * n  / ”« 4 .  = H / .

^©vezetve még az P operátort űx .
í—f i -  £ ^ f* 4 ~ b C ^ i£ > h j‘ P f £) f i h- fJ+

( 2  ■■■4- fa-r íK- i j+ ) egyenlőséggel nyerjük,

hogy
7  27-  í*--*.®fi.-
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A b evezetett j e lö l 's o k  sog ltséd ével a következő ólak*

bon Írha té

3,7 f b .)-JC  0 ♦ . £  f ( » £  H  +■

*■ E  a  f r } ) £ ^ ( p A  A - f. ^  ̂  . j > ú - - j

/Ha f - e t  argumentumok nélkül Írjuk, altkor a korodé helyen v e tt  

értéket é ltjü k /

A k -t  úgy választjuk  meg, hoyy a (3§J&i (^ T a y lo r  sorok 

a leh ető  legmagasabb fokú ta g ig  megegyezzenek. így ,

<- ev *í 4 í í í 5  j

A most le v e z e te t t  á lta lán os formulák numerikus számításra  

nem alkalmasak. A bennük szerep lő  mennyiségek különféle negvá- 

laszfcsúval különböző sp e c iá lis  formulákat leh e t e lő á l l í t a n i .

Egy Ilyen  a következő.

íegyon r=4 j/^zoz k - t  a k^fk^k^tk^, mornyiségek lin e á r is  

kombinációjaként á ll í t ju k  ö lő /  s  ^ s0í i s  £

3̂ ~ ̂  / azaz a szereplő abszcisszák '• Xo;xo f^ í  ̂X<f+îy
X ^ . i j  A mennyi súgókét a következő formulák határozzák meg.

^  “A**®/ ^*0* t .

4 1  = 7Z(í ) / éjl , 7í U W > ; £ * f c . ,

r̂ á K J í) ^ 4  ̂ • , 7
*- 7„ 2 - K " ' J
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%

-r^T íc  } 7 7 ( 7 ) L jí.

, iR.,n)+ 4 ^ 7
K'

4* Bunpo^utta fo rso la

^oítaJIk lo y lo r  ooA a a <-Kr>^io<$fatot, aa

x0» y„» y * , . . . p o n t  körül.

kürrotlostil aíédajst hr~£~  ̂ A kg ,3 ^ ,^  U n s ú o l-
x:

tdaa nahoM$)%t minthogy aa argsr ontunok blsoagroo casorjek.

2dleírni* , ■ .

3 >  *» * '*  X '  >  * > 1 *  > v̂ +  - ^ p r t  / ) ^<- 7 ^ | J- ,
A jobboldali fx>r#ojtonnái oUmryjok ásóikat a  t  gokat, onolyek 

h -t  háronnál urasabb  h atvan on  trurtába^aák*

H cojjlljuk  as ocynsorücó^ ko(*vőófi  ̂ n»C onotot* bovoaotv© 

s  foihcm nálva, as dóstUkbon b evezető it je lö lő itek et,

így , ' K

, u * k ^ ) =

' * ! * & *  £ 7 7 + \ t ' ) h + ■£ # < -  *

f i 7  +- f

+. ( -C^i
i l t  lű aos s o t ót

"f~ 'V7<í— l A u .  ^  f  +-
I - ' ~ 7 6  'V ?i ^ ; f-

I
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* £ ( £ * . + . t u L,2>* ) + _-

+ * * h - L t + * - & 4' j? E l ' f
+-$ (l~i"1’ % '!'*■-1 (

Ezen négy mennyiségből e lő á ll í t ju k  f t l i (T>.0,4, . .  )  .

a k i . * n  iv/<p ^  ̂ k éső ié t alap ján .
. ? = / 3 5 

Karitól^ '

a igy az 4• 1-ban szereplő konstansokat együttható összehason­

l í t á s s a l  nyerhetjük*

Az együttható összehasonlításból

k  Y1 4  évV- 4  ^-y * , f  ^ > y  -  í v  )

- £!»* + £ w  -- (V ')ó /  ’ , :■

y  <Kr'z-  ̂ <fv b — O
líogoldva az egyen! etrendszert </>, -re  ( <■ -

t ( 'W-f z.\(^k - v )2~ 
ávf -V ✓  /('K4tXK+2->)
L. , _ {^+JL) Z i'K -V ) L f'h4Z.)Z - i ' \ - v )----
ív i  -/»>%“ ( V V >* f H + A )

így
> )  Ak  /£ .\ 4 ___ / K - v ) “̂ , -t-Z(K~v)(izi.^A3') -+-
R '  v v  /F T T ^ ü ü r

4.
(V >

Hasonlítsuk össze a hn+  ̂ együ ttható it k -ben bevezetve 

az n -  V = q jelölését"
1

és

%7  ̂ v>/ ^ * ocíh*o  q , / j / F^ 4~ ^K~' * £>/J

C - ? ( ^
H ,

A k é t k ife jezés  1-nól azaz ^ ** n -l-n é l megjegyezik, s
* Vmás -re  nem*
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Tmr q* tr «r• ,r/n -2 / és közelitoértékeH c Taylor soraxgy az y , y ^
a hn+2-lk  tag ig , az y n és közel i t óértékének Taylor sora 

a Hn+2ik  tag ig  jegyezik meg*

A Runge Kúttá módszer pontossága teh á t 0/íin+2/  

nagyságrendű n > l j  s 0/h4/  n d  esetén.

A Rungo-Kutta módszer gyakorlati alkalmazásra állt almas a lak ja  

Az ' 5 h e ly e tt bevezetjük a

^  ^  V"* mennyi Bégeket • ( O/ , >v - t )

vűzessük be a követkézé Jelö léseket i s .

' i c * ' ' > $ 4 ■ <a$ S i  **«-*')* . ^ - < x  •

^ y C ° 0  ~ TvC1* 'í ~ ^yO 1) ŷ-HŰ ^y-t2 o ■

+. oC'-v-'(^l)vií.lo -k - o

•fc > - A K .,. • ■ UI-, ű )

* * •  | s  í > r / c < ; * . ( £ > ♦  i , , * , o ü * ^  í í >

A )/■ ■ ■ ->-(£)t ó i ) , ^ ) ;

= é  K x o ^ ' - t A i u í ^

+• ■:,**-'*&)* )lt*-{k)+

feY - ^ 7  t o U ' i + k * ,  i ' < ' ^ é i t y ) / z ( O r 4 J l ) J- ,

<br*fO* **(£*.), ÍK-,UU&„(£))'
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Hytlván a l á t  - í l  7 /  ' mennyiségeket ^ .

yyi a l 'v \  kőplet adja*

A programozáiPazokat az dlébbi képleteknek m egfelelő  kész 

cérnákat használjak fe l*  amelyek Collate* nunerlocho Schandlung 

von Different iále£elehungen ©.könyvének 66. oldalún ta lá llio tők .

A lópétaköz megválasztása.

A h - t  agy választjuk  meg* hogy

1 /  l í —  ( f f á . )  learen - .
/azaz ^2*^3 a ^ l* ^ *  i€k csak néhány '/-a legyen .lásd

C ollatz em líte tt  könyve* 68.o l d . /

A módszer programjában a követkézSkőpon Járunk ó l .  

Elindulunk ogy valamilyen h-bél* do b©progvaabaai)k 1 / v iz s ­

g á la tá t s ha 1 / nem t e l j e ' i l l ,  elekor felezzük a h lépécközt

0 tovább h/2-vaL szímolunk.

A k özelítés pontosságának megállapítására non lemezünk 

általános nédszereket. Az elsőrendű ©sotro ugyan usnorotes 

a követkézé Biborbach-tél szármázd becslés •
1̂ 1 - ^ <• x ' ) / ^  éjhrjyj. Ki - Kéj ÜJ^LjLL . I ̂  ( * ,7 ) I C 1K,

A *

-A -  1
( y + Á s * > )  Ix - y * i$ V < \  a A < f  { f o

de gykkarlatilag  ez nem hac-znosithaté<

jjlso— sásod-, harmad és negyedrendű Ihingo-Kutta. 

képletek fixponton programja.

Mivel a  gép fixpon tta l működik ezért ügyelni k e ll  orra* 

hogy mind a közbülső, mind a végeredmények abszolút érték ­

ben i-2"^°-nd l no legyenek nagyobbak.



Tegyük f é l  tehát* hogy az
(ív) b. . * > „ (k */}y ^ i  °J dSTorondálegyoMlGt olyan

hogy <k- /),

b.f
|^ f  f KV< í j l ^ ’/é  K << > ^  I -z <■*K * I

I V I i* f  <  ! C2  ̂ ■ 3, v  )
AáLim llyen s»  u /s ty » / jmt A * y / l$c7~jf ° tiw frarn iln l óvni 
Ilyen  alkatra hoztok/ A £3 »•••» E ^ j - o t  úgy v á la sz t jtte 
meg, hogy a küzfctllsé areáaényeknél se lá p ja i  fd l  tu lccoröo-  
láe« A Közhüloé asetoényckoft eoetoököiit v izsgá lju k  meg*

Tűnt lá t n i  födjük c  köshülsé eroöwéuycfc hooslánáh^l

Ko-i-a : K". » ^ l - 2 ' i0~ZÉ£ - €  ( h  2,3, V) ( f i )
<'-/ /t.

oredzaényt kapjuk, ahol |^ < r  O - > / < - e

\ kövotkozckixm foltosssU k, hogy. hé opl /  os nyilván m*a 
láayogoo aagasjoritás lévánl * / < ! • /

ftp £ értőkét nőre leverjük* antePhn kV /
1 /7V> ^ x (b ? 1 ( o ( ^
I? Cr^ - >  I *  í 0 ( 0

) Í.O X 7 /
"k r /

r á tá d é  cd a tt Indokoltnak lá t s z ik  az a f e l t ö r é s ,  hogy £  c  94 

fofadt (p^L) &? lyefrt á lta láb an  K0*  Jr, « t véve ellcariO heté
a tn lcsoröulás* Hlnöenosetre 2^ értékét ásatásiként isegyias- 
gdljuk.

f



 ̂14 -

As elsőrendű d ifferenciálégr/on lot Iíun/73 »Kutta mócloscsróndjc

pro/»ram.1a.

Legyen adva az y*« f / x , y /  d ifferen ciá legyen let a y /x ()/* y o 

kezdeti f e l t é t e l l e l .  Ennek k ö ze lítő  numerikus megoldását az

/a b / intervallumban a következő sémába fo g la lt  k é p le tte l o ld -
• •

hatjuk mer a Sunge-Kutta módszer szerin t./L ásd  C ollatz«66«o./

y k«h.f/x#y/

n̂-l

jw f - h

xn-l+ “t-*1

yn-i

yn-l+ -i^l 

yn-X* T * 2  

yn-l'*k3

*1
k0 k*^A^2kg+2k3-«k̂/

' !
. .

*4
■

sngKn -l+h ' In’l ' n . l *

> közbülső eredmények v izsg á la ta .

A fe lte v é s  szer in t ^  ^ f f,l^K,,t.

I t í f *  .

0 I f a + o t i i i  <: l y ^ . i  -H i*  | .<*

IffiTl

•(•* - .0 ha
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A k-<ra vlnaoni
I k.1 - ^ I + ^  ^  S + ty/ty ^  ^  é  A. " •

itib&t ^ -a -a -^ -ii-O ^ l-o t ^ v*»  V  fo lté tó l  tdatooitja  a

tuletMMP^wXolkorülőróU ^ c  0,4 |gC/c) - 7 1’ / ^ & J

, %ilváirvalá» hogy Ö»

i'VW f l >  i< 1- cT

Sts I X | c  <T c |

okkor I7 I0 4
unraatai |k| l£v<$» *

'  7 ^ - 1  I h
lobú% a aocoiado lőpóeenfcSnt logfolJobt> h^rol növök calk* 

As í - c í lk  pontosan vett kUaolltJ őrtákre tdhjt

Í7& /7 0 1  ̂7-'̂ - ■

2a I ^ U t t c r
Öt 3 Ĵ J , | ^ 4 - -6C

•skkor t y t  I I

iíü fccfcit í^ o) < t~ r

éMzoac \<̂ o I <- * •
(O *

V



Posioiőolooatáo

Legyen dhclycsve as * f/s^y^/^t kiszámító asubrutin aa °< - t é l  

o< terjoöj pozíciókban o (pi* 4>zv 0030 7777 legyen#

A 0030*ban helyezetik e l minden esetben a szubrutint kiugrató utó-
• • ' ' .'1 4 *** J ' . ' ‘

oitcrU  /  a szubrutin v ő n 'n  l^e adjuk á t a v o só r l's t/ A f/x^y^/ 

őrtokőt mindig a 0031 pozícióban helyezzük e l ,  x,, helye mindig 

0032, yn helye a  a lig  0033 legyen.

üonotansefe Pnraraotorcfc

0001*4, 0010* s^* a
0002* ZV Wy 
0003* -2^ |W

0103 7777 0011* y0
0114 7777 0012* ^

0004* Z ^ ^
0005® A  
0006^ £

0123 7777 0013- J'-ZU
0137 7777 0014* /T-r 

0015* £
0007* 02 0032 . 0145 0022* ár-

tlunkapoaiGiÓk 00016 0017 0020 0021

ProfiOE

0100 05 K 0011 0033
0101 05 Fc 0010 0032
01o2 05 Tx, 0002 0030
0103 05 • r t 0033 0017
0104 24 0014 7777
0105 03 X 0012 0031
0106 20 ih 0000 0016
0107 00 4- 0012 0032
OUO 10 0031 0017
0111 20 1+ 0000 0033
0112 05 r t 0003 0030
0113 24 0 0014 7777
0114 03

V

X 0012 0031
0115 20 Ú-h 0017 0033

kiszám ítja l / r a,y 1̂ - t  o b eírja  0031-be



M -

•f

...... ... f l l te a m M ift

urorxaanija

•

MQfZ/on adva as y"«d^xty*yV dlffcrcnolilccycnlot as y/x(y/^ f<> 

y» /x /« y »  iccadotl f& tő tc llo l*  Bnadfc kosolitff mrorlkan oen- 

dlSdadt os /a V  lntcrv Olanlxm a Bunjjo-iiutta raődcaor coosrln* 

a küvotkcsd otSrvxJL apján nsilnolhai. Jak kft*

X y hy*-v^
. 2  ▼ ,  

to«4r ■ " 7

* n -l yn - l vln - l
>■ .;/. Í g y ,

^  •

y » - i+ -4 "  T* ^2
:

^a-l^ 2  *4*1 Vln -1 ^ E2 *3 :
. c.- ..

^21-1^121-1^3 vln-i'*® c3 ‘ k4  i

vln “TXn-l♦k»

1_
3

%

s



0116 —/ n oo31 ool6

0117 23 ool5 oo2o
o!2 o o5 oo3 1 oo21

0121 +> lo oo31 oq31
o l2 2 u 2o ool6 oo! 6

0123 It o5 ooo4 oo3o
0124 T1 24 oo24 7777
0125 X o3 ool2 oo31
0126 ir 2o oo31 oo33

. i

0127 ‘i f 20 ool6 ,ool6
ol3o ”7 11 oo31 0021

0131 bhi, 71 0020  v 7777
0132 yr 34 0133 0147
0133 f- oo 0012  ■ oo32 . \
0134 + oo 0017 0033

, i

0135 It 05 ooo5 oo3o • • %
0136 h 24 ooi4 7777
0137 13 oo l2 oo31
ol4o if; 3o oolC
0141 33 oool — .
0242 i f 2o ool7 oo33

- \ .

ol43 It o5 oool f t}
0244 *?■ 24 < w í konvcr tú l  lóra <5b kirjyomt a
0145 —> 1 1 oo32 ool3 tú s ra  ssd lgá l
0146 y r 34 yogcUl'iS ol47
ol47 3- oo ool2 ool3
;ol5o — o l o o l2 oo32
o!52» X o3 0006 oo22

0152 . Tt o5 ool7 . 0033
0153 11 0012 0022

0154 yr 34 olo2 n ősü li



Ar-fcözbülso ereü~énydk v i 2s a l á t a

A fe ltev és  szerin t
l y ’t i  *1 < i  l y i * - 1

éiz 1 # / f e l t é t é i  b iz to s ít ja ,  hory a közbülső eredmények sora 

csordulnak tú l*  a közbülső eredmények v iz sg á la ta  meghatározza 

K ;értékét i s ,

bgyonist , , + ,. * , /
| i i . j  = | i  ÍC*.7 ,y)l< £  -i

s  a t  b lá zst raásdlk oszlopában lévő

7 ^ - /  +• * . .<+ $-£<: C l i>'l ± 4  , I<Í,IS 4 )

típusa összegekre ;

| 4 k - i *  £>%•* ' í - ^ l í  l ' > v - / |  + i v w - f /

^  I7-h - < U

2.ha

»7^-. i ? < -  2 ' ^ -  ( a ^  ;

/é sz e l a becslésse l b iz to s ítju k  azt i s ,  hogy a két tagbél képe­

z e tt  összegek sem csordáinak tú l*  s f - 1 - a~ ^

i s  to lJ e sü l, lévén /VJ ■* «£ | ~   ̂ 1 1 +• 2 ik^ j ^  ^  +■ &• f/--~
rU

Ilivel
/■fe- I * / i

* • ' ’ . • 

( f e , - / + k*)/*  i  ^ X  ’ ^

f e l ,  l i ( * ,+ * ; t / i  v ) / c  £

Így i t t  seai tö rtén ik  tu lo  ordulás* te h á t K# - £ _(4, ) - £

véve az A /  f e l té te l#  M ztoeit<#%ulonordul's e llen , £

Nyilvánvaló, hogy ha 1
i x i ? K < i  iytí  1- ^  t i  i^oi  * ->h<-1

a k a r
I V

K 0 = f - a ' ! ( •£ .



bgyanis
Hl \<- V

í t l  < £ 3

evőns igy

^ 7 ^  - i\y 7 H ' ; * •

1K  f  7 v - '  -1 |  '

1 7 ^ -  7~-> 1 ^ . % ^

*ehát az e ls é  differenciálhányadosok lépésenként log f ljebb 

b-val növeks zenek • **a tehát

f >  U  ♦ -. í-fc' l ^  ^ O  a-, kor

'ifi >■
A megöl dásra Így nyilván a következőket mondhatjuk .

MlVel " * ' ' 1

7 “v : <̂»v ~t + l l'K - / * • &'

Így ,
l f̂K ~ 7 V'- [ — | 'X - I J + /fe. /

£0 az előbb b iz to s itp ttu k , hogy /tehát

(Iáj j J i y /  lévén íi>V I <ks& Így

j<Yk -v - i < - 1 +  ^
leh  t  a mogoldíe lépésenként leg fe ljebb  ( ^ ff-^rel növekszik,

/*/
így haj

I7P '•(£■' i X £ 4 )  /megfelelően v á la sz to tt

X k o rlá t és h lépésköz esetén a Jobboldal ^  0 / 

akkori £  2  ■
i7 t 1 * i y>i  *i  K  '  4 )  <- í <o

Ha 1** to l  jeoül,?tchÁL ^jakkor as / ! /  f i  tó to l  i s  tel^oGül*



 ̂03 I c ió o l p o stá s
i

íiQr-yon o£ kiszámító szubrutin az ex •-<51 cv+-fc-/-ig

terjedd pozíciókban! s ebben a szubrutinban f i z  poui dókként 

3 elc51;Jtfk k i a kővetkezőket v

3̂  helye mindig 0001

y • * 0002 r ,?n
« • 0003 legyen.

Aa f /x n#yn»y£ / - t  pináig 0004-ban helyezzük e l ,  e a cs brtifcin- 

ból való kiugráskor mindig 0005-nok adjuk át a wzőrlŰBt.

Konc táncok Paraméterei:

/oo21/ *  -£ /ooio/**Xo = a .

/oo22/» |
* / o o i a r - ^

■>
/oo23/*£ /oo l2 /«

/oo24/* 24 íjf 0112 7777 /ool3/*»-Ay

/oo25/» 24 0125 7777 /o o l4 /«  $-

/oo26/» 24 ̂  0133 7777 /oo l5 /*  24T o< 7777

/oo27/« 24 f ;  ol52 m i /ool6/«* o3 oool ol7o
\ é v /öO ll/n  £

/oo2o/«* iX

iimkapozicióki
. #! \ _

oo3o oo31 oo32 oo33 oo54 oo35 oo36 oo37



oo75 Te 05 oolo oool
oo76 Tíz. o5 o o ll ooo2
oo77 He o5 0012 3 0003
oloo ~} 11 ool3 ool4
o lo l &+ 2d 0000 ’ 0034
olo2 x , 13 00I3 oo22
olo3 tM* 2o 0000 0032
olo4 i X 23 00I 3 oo33
o.'lo5 *> 13 ool3 ooo3
olo6 ú-h 2D 0000 0o31
olo7 Tt o5 oo24 ooo5
o llo ft o5 ooo2 0030

0111 24 00I 5 7777
OllP +- 00 oo32 oool

# 6113 X 03 oo33 ooo4
o ll4 $ 14 oo23 ooo4
0115 \L+ 2o ooo2 ooo2
olIG X, 13 0022 0031

lljf e . *• . ,,*• 0117 th -2 * 0002” v . • ■ 4T ooo2
o!2o re o5 ooo4 0035

^  - . . .*. V ■ olZl +-/ lo oo31 00  o4
t. \ • - vW - V JjlW' '*' ' o
*7 . . ' V f •'•.

012? 6 1 00#$ 0 0 0 3

«£•'. \Vy gj ^ ol23 n o5 oo25 0005
’ .,r'

0124 / 24 0015 7777
*f 0125 ; X o3 oo33 ooo4

• » 0125 (l-f ; 3c oo31 7777
4 *■

ol27 &•»/ 22 ool3 0003

f
ol3o S: U 05 ' ooo4 oo36
ol31 Tli o5 oo26 0005WF ?■ J *4* • \% íi.' v *%•* -i ’■ y' . I, 0132 h 24 ool5 7777

SIr<f-"-V <&’ A
MK 'kX# • ‘ ‘‘ûtT' ' Sfc . u » . '< . ol33 . . 0  

X o3 oo33 ooo4
ol34 w \. i. -v,

r v 11 0036 oo35
rcj* •' 'V;-* ’, •

0135 23 ool7 oo37
^ v *; o l 3 6 ~~) 11 ooo 4 o o 3 o

ÍRJ? S ’*
ol37 7 31 c o 3 7 7777
ol4o y r 34 0 1 4 1 0171

. - j íwA . Vi o o i a *? 00 o o o 4 0036

•: r: 03.42 ; f* 00 oo32 oool
o!43 & l o 0030 , 0031

b«3l

J



0144 .V +” 20 ooo4 ooo2
0145 # '* J 1 2 oo22 öoo4
0146 'l 3 0 oo31 7777
0147 i’ 22 ool3 ooo3
ol5o r-c 05 0027 ooo5
0151 f) 94 0015 7777 ,
0152 X o3 oo33 ooo4
0153 lo oo35 oo36
0134 is/'f 33 oo21 7777
0155 . 3o oo31 7777
0156’ 4 %+■ 2o 0030 ooo2
ol57 -h 00 0033 ooo4
ö l 60 f .

V 12 oo22 oo36
0161 Í+, 3o ooo4 7777
0162 33 0021 7777
0163 \í» +• 2o , oo31 oo31
0164 22 ool3 ooo3
0165 h o5 00I 6 P
0166 ri 24 (b+2 7777
0167 11 oool oo34
ol7o yr 34 a o g il l olo7
0171 — o l oo32 oool
0172 X o3 oo22 ool3
0173 r t 05 oo3o 0002
0174 -1 12 ool3 oo31
0175 \u 20 0000 0003
0176 ~y 11 ool3 oo2o
0177 y/A 34 oloo SO0Ú11



Harmadrendű differenciálegyenlet módszereinek
• • " " "

prorraada

^e g yo n adva az yw'» f/x,y,y"/ dl f fér énei álogy enlot az

l/ ;0/-̂ o) y’/ V ^ i  ) y V y ^ o  kezdeti feltétellel, 

ünnek kozelltó numerikus megoldását az Ab/ intervallumben

a íiunge-Kutta módszerrel a következe séma szerint szinolhat juk 
ki.

1 *
y

t i'v v -•£/*“<£•••■ • * • •

*n-l
'• . ....... - . •

yn-l ■ ' f

^-1* -f-41 yn-l+ T" Vln-1+ -7 * T2n-1 + -7 - kl

7-n-l+ yn-l +  - J -  Tln-1 + -7 - t2jx-1 ♦ -j~

xn-l+ h yn-l+ vln-l + v2n-l ♦ kj

******1 ♦  h V  yn - l  ♦  v i n - l  ♦  v 2 n - l  ♦  k



V

aBBMUâ &assassssssssgsstsjsrsgs ess: rassza rrssrs esés arts ~-gsi

h y ,- , i  i - § -
cgBag.-sritri'.aEi'.'tscgsasaMig ytisr. !«a£c:3BE.'c.-ea(3

klvln - l v2 n -l

vl n - l 4V2 n -l4 “1*1
v?n~l4 “g" kl ' . :" "  v  *2

vl n - l ,v2n-3r4 "1*1 v2 n -l4 ^ 2 " \  ’ k3

vl n - l 42v2 n -l43k3 v2 n -l 4 3k3 lc4
. ' . • ; V ' t* ' ,’C.V ••' .> ; •■ - 'S;íf/. • .y * .<

v2n“ v2n»l43cW !

ahol# * -  / 9ki*a í^ * 3 * 4 f

k * ^ 1+k2+k3

it- -  J L  A j+acg+aj-dc^/

A közbülső eredmények yisn&Álaía

A fö lte v é s  szer in t l y l í í ^ c  1 |y , j^Sj< ' /  |y"1 -̂ K*<1

he1 4 i

isy* * I = K y  ' i<l í ,  ■

,ví ^ - i  i = ii y
Ife, I - I f ’Vfv,7 , ? ; / ) * < :  4 '

' , j-; * > .• v<f * .‘ y-. ' # .
*X'



/

Mivel:

8

itt | = / / 0 ( - % ) l  <

Íí£ I•  I, *  k ’-* I C $̂

l * . " l - l i  (* " '-* * '* ■■'  < . { é | Z  jL 3 .

így a második oszlopban lévő

a /  7 * 4- o< r, h * i +(b V \\s , +j f i  l 11PU8U közbülső összegekre
C *  ̂ i  £ 1 )

I ̂ K-l  +■ <* 1'7k - / * Í > 1'ZH*/ + j & t‘ / ^   ̂'Y'*’ ‘ * I + X * | j  ^ £■

i ^ . i %  *   ̂ É k  , - z - r ha

,~ á̂>
- c ^  i >  i ? ;

v

<7^- /  I < /• i  ^  £  /  % . . .
Eazol a tót tagból tópfett összegekre is  b iztosítottuk a túlcsor­

dulás olkerlilÓBÓt# . •* -

A harmadik oszlopban lévő

’V'f «w -7 + VjL^rk f
c *>- £  q / ^  i )  •

^ r.‘ •■■•. .' - .i-Vv'*;

' ' * . ■ 
tlpu.su Öerzogokro .;;. - " • y

I 'tfi'H - f * Í>^ÍH-1 + 4 / k i  \ c í  1 L'L + 3  ̂ ^  &T

• '  • ' ' . ' 
látható* bogy kot-két tagon sem lép f e l  túlcsordulás, tehát a

Összegnél Bem. M ­* •
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tö rtén ik  Av / £  eST ©lore -egadott száa/t^
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Közönséges d i f f e r e n c iá ló 'gyenlo tok  n ero ldd sa  d if fo r o n c ia-nódszGrekkol

!» /  Elsőrendű dl f f  or e n d  He gy e n le t.

Lo^yen adva az

y* * -f/r ,y ^  /1#1/

d ifferenciá legyenlet az y / x ^ * ^  kezdeti f e l t é te l l e l  az ,a £ Irrter- 

v&llu&hazu
Az ezen d ifferenciá legyenlet numerikus In tegrálására nzolgálő 

dixfo ronciamódszerek k é p le te it  u/y nyerjük, hogy az / ! $ ! /  h e ly e tt 

az / l , l / - a l  ekvivalens . v

y * ) *  7 0 + / V ( v , 7 (x)tfU a . 2/

in tc^d lc .^yoale te t oldjuk m g , mégpedig agy, hogy a megoldást 

pontonként d il i tJ u k  elő .
•  ̂* ■ , ** . .

Így *s + /

^ ( x E l =  J ^ (* '3 (x>c t * A f 3 /
* Vw .

. ■ ■ -.
j^2 /l,3 /-fcen  szereplő in te g rá lt  úgy szaraitjük k i ,  hogy az 

in tegrarduct valamilyen in terpo láe iés formulával h e ly e tte s ítjü k .

Az in terpo láe iés  fomruíátáé fBggfto több raédezor adc3dik.
' - ' . .

i^rtraoQl eiés módszer.
. ‘ . • *

Ennél a módszernél f/jfe,y/jk ))-et olyan polinénmal in te rp o lá l­

Juk, amely az x ^ , . . .  pontokban az *r _p f *  »f r - l» f r



értékekei veszi f e l t ahol f r »
•' t ' . \ . #■

Ilyen tulajdonsága CíL
ivp <.*> '7* r + ^ vi,-, p + -ac ̂;_o p ..

-f-*JLíu*n...(/U' + V-O ,
r < 1-. . , iq K ewt on -p ol inom,

4°- , £  . v* '
ahol /(A, “  5 V  ^ r  (-’ ) (-t j  4 «k -■<

T 7  "  x:-/
"e irv a  Hp/s/*öt ^A »3/-oa

^  Í ' Vh) - ))■#" ^ p f  j képlethez jutunk,
V*o

ahol jío+í  ̂ ' p+j ,í*?f / ) .

■ 1  t ^ ' % ^

c A , - _L í &( U+1).  - (At* v>- I )cítJL
* ' v ' y . o

Ha Sp+1*et elhagyjak, s y /s^ / h e ly e tt a valamilyen mádon már

kiszám íto tt y - t  vesszük, akkor
n J? >>7

képlet adódik.

A &; együtthatókat kiszámítva nyerjük Adams extrapolációs kép­

le té t  •  * , > j  C í

fpr. J

Ha A  *3/ h e ly e tt az '

/y(X\*t)-  infcegrálegyenlctet használjuk

akkor a %stróm képlethez jutunk.

,  • V ,  i f C * / n *  I  ■ ■ ■  }

Interpolációs módszer.

Aa egyik in te rpo lác i % módszer Adrmstól származik, s lénye­

ge az, hogy az f/k,y/íc )) integranőuet A  * 3 /-ban oly n in te rp o lác i­

ós golln&BBMÚ. h e ly e tte s ítjü k , amely az ^n.p+l** •• •xn-l*zn+l P011*01**
HtíZmP^p I . - ....

ban f n - p + l * f n - l •fn+l értékeket veszi fel*

j>-

*\
k



In. 1 ̂
képlethez Jutunk /  f/x foy^ , • • • J

'^ o l f -Cl u , . .

(b U. í Ü ^ l ,-:.(̂ ŰlO dM CÍM, Cio .
0 0 0 s f .

Az együtthatókat kiszámítva n*»2 és m=0, i l l .  n*»l-re az

"J-víi - 7 ’,- f  A.Í/V * Í. í7 / í ' ' 1 i<~ +
Adams fé le  képlethez Jutunk.

a
Boprograniac' vük lényegében hasonlé nődön nyort Gtrőracr 

HystrcJm módszert I s  /Lásd Collate i.m . o ld ./

A szébanforgó módszerekhez e lkész ítő ik  egy d iffe renc ia ­

képző szubrutint ; a differeneiaképzés ezen szubrutin be ^vása,- 

vnl tö rtén ik .

A programok f ix  ponttal működnek, ezárt ügyelni k e ll  a rra , 

hogy minden szereplő adat 1-nél abszolút értékben kisebb legyen, 

legyük fe l teh á t, hogy a

- y / ^ a f /x jy , , . .  ,yn"1/  differenciálegyenletben

I X f d  ( " ' ’Ó.
/Val^milyon X - í^'lfuf) V , <-'(>, 7 ) f  '±^-±± 4 0 )

‘ » "
txanszformáéi óval ilyen alakra hoztuk*/ A ^konstanso­

kat aldfccözbülsŐ eredmények vizsgálatából határozzuk meg.

K lépésközre feltesszük, hogy /~£ (< 0/ 1 

/Ez nőm 1 'nyögés megszorítás, lévőn (X !<  4 /

/



így nyerjük, hogy
P

~ w) + ^  '2i. j^y V  ^  C 1, yC- û.* /)) f  •S í̂ 'í- f
V-O

ahol *
• _L 1 ) ^ c & # /f  ( ju -h ^ ~ z)c t t .v

' y'' a  *
AZ dcThhl in te g rá lt  kttnán iivm 6b y / ^ /  ho lyott yn 

köüoll+.o értéket vé\-e S p ^ -o t elhagyva az*

7*,-  7>i *• U A ,  - j v / , . ,  - i v V ^ +. 7
Adano fé le  in terpo lác ió s formulához futunk* Ezt a fo rn ilá t  nos

. ' • ■• .

progrvaoaz.űc b»« '•’»x- ...' ;.. • .•/ ;

Milne-módszer V ‘.í “a- : -. t ; . '

A Aiino-raóSL szór vegyes e l já rá s , extrapolációs ős In terpo lá ­

ciós egyaránt* A programozásra azokat a formulákat használjuk 

f e l ,  m elyek Bókóssy András V’KÖsönsóges ű ifferonciálogyonletek 

nuiaorilvus in tegrálása" c* Jegyzetének irJi- oldalán ta lálhatók .

Mísodrendü difforenolálegyenletolv

. ’ . ‘ \ 
Másodrendű d fferonciálQ gyenletcknól i s  extrapolációs

módszereket pxogr3S»z$nk bo. Ez©kot a módszereket lényegiben

•úgy nyerjük, mint az ©lsoroiiöüekre vonatkozókat, azzal a különb-

véggel, hogy i t t  a Newton-fő le  in terpolációs formula n-ezeres

in te g rá ljá ra  vonatkozó formulát használjuk f e l  / lá sd  CoUatz.

i*n. ilJ**oldal/* Ezon formula se itsó g ó v d  az C i  köze lítő

©rtókr© nézve /y*» f /x ,  • *. py*1"2) esőt ón/



DifferenclakápaíT ssubratin .

A következckbon d l f f  ©ronda-nádszerokot profrr«noavjnk he 

d if fe r  e n d  á l  a^yonle tok numerikus in t «grá Iá  sár o • Ebhez ozüksá- 

gflnk lösz difforenoiakőpzésro,

D efiniáljuk a V operátort a

Vf/vv *• . fnv :.{ e^yenlásér-Cel /  elsS  d iffe rono la/

ennek m«edlk hatványát a . x . -;s

S7 T'*(,s v ?~w-  y  i v , /  oryonlfeácffel /  Jtt-odlk d if főrend a /

ühol fv- -H X ^ ,  fZ'K, ■ ■ )

^ sy e n
V /"K — •

Koszit sOk e l a  következő tá b lá z a to tt



£átbaióf bogy V'f.'jv, i-* ^ -v.) k i számításához szüksége van 

az . . , f m értékekre, amikor a dl f f  er encrAakép afet

elkezdjük. A képzés© azonban mír egyeseriibb, ez

a  Gór mér képezhető az e lé sé  sorból.

A dl f  fe r énei okép aő szubrutin tehát két részből á l l .

Az első részben /o 233- t é l  o271~ig te rjed ő  poziolákban/ ^ <-.
/<*«•

C<-iA> számítjuk k l g ha f ^ f ^ , . . . , ^  adva van, a második

rész pedig y Y * w  kiszám ítására alkalmas, ha már lenertj:3c

\7 •!* ( 3 - t ó t )

-íivei a gép f ia p o n tta l működik, ezért ügyelni k e ll  a r 

r a ,  hogy a szerepelő adatok abszolút értékben egynél kiseb­

éé bök legyenek.
_>k. . • • . • ■■■ •■

, A V i-v d iffe ren c iá ra  a következő dunr becslést lö ­

ket adni.

•"egyen t£ l<  /

A differenciálegyenletek d iffe ren c ia  módszerrel tö rténő  in ­

teg rá lá sán á l^  -re  ven szükségünk. f i :  u .  -»v ;

Xi. WC , '
.'ivóiW  , ezért f n h e ly e tt h, f n-e l képzez-

sük a me {•felelő d iffe ren c iák a t, mégpedig úgy, hogy az f^ - t  

kiszámító szubrutinban f r  h e ly e tt hfn- t  számítjuk k i .

így M  tf'y*!I < t

tehát 7 ^Av I ■= [V  //w / c  / 

h I '

azaz ^  ^  /Ez nem lényeges megszorítási



noartfxM lévőn, hte-t elég k ics ik re  k e ll  v á la sz ta n i/. Ilyen  

f e l t  á t ölek m elle tt a differenoiaképzd szubrutinban nem ltfp 

f e l  tú lcso rdu lás.

A szubrutin használa ta .

Ha a féprogrsrnban d lf  fexenciekőpzés következik* akkor 

éiugrunk a differeneJ aképzS szubru tinra .

1 . /  A számitask  kezdetén* a mikor az f o*f l»*##*fn függvény é r­

tékekből számítjuk a'7^ í‘5,r ^differenciákat*  /  a szubrutin  e l-

^  so ré sz e / o223-ra ugrunk, o27o-be b e írju k , hogy a dl f f  or on-

ofakópzás u tán  hova adjuk á t a v ezé rlés t.

2 . /  A továbbiakban o237-ro, a szubru tá t im é  odil: részege ug­

runk okkor ugyanis már k iszám íto tt előző differenciákból
i+> ■ - i ■ ♦ v ,v’,

számítjuk a szükséges további d iffe renc iákat -  s  o320-ba be­

írjuk* hogy a  d iffa rcú d ak ép zés utón hova adjuk á t a v ezé rlés t.

Ilivel o. ö zárrLtáe kezdetén /  az e lső  szakaszban/az 

f l t . . . * f m értékokból számítjuk a dCif fé r  énei álarfc, e z é rt meg 

0  k e ll  adni az y fz* . . .»u ,v  v á lt  őzéi: első m+1 értékét./Tizek­

ből külön szubrutin képzi az f j - t . /  ,

A '?V/*v.« / kiszámításához a következőkben már ooák . 

aa ' &*»*#, ♦ 1 értékeltet k e ll  megadni. D ifferen­

ciálegyenleteknél ezek az értékek a d ifferenciálegyenlet 

megoldásai és a siegfelelő differendálhányadorok. Szókét 

éppen a d ifferenciálegyenlet me go Idáé át k is z á l l té  szubrutin  

szám ítja k i ,  s helyezi el a differeneiskepző szubrutin  meg­

fe le lő  h e ly e ire .

j



Pozlclóolos stda

■ • • ' '

Zoigyon a h f /x ty#u t ***fv / - t  k i számitő czubrátin az X - tó i
• ' I ' ' ■ ■ ■ ' ■ . •

o< 4k - l - i£  torpedó pozieiőkben elhelyezve; az orodmányt a

o220~be holyoszUk e l W -  0Ö221 legyen*

^Ggyen az

X
1

oryiimentun helye o2oo

■ y 
•

helye o2ol

. *.

helye q2oo+ £ -1

A kezdetértj keket a követbe zó pozíciókba helyezzük ol*
• 1 

/oo31/«y0 /oo31+  ̂/ vi3 \
• 1 [ *0

/co 32/«u0 \ /oo32+ /

/oo31+ H - l/* v 0 / oo31*2'£ -1 /^ 2

 ̂ lteoozUk, ho£,y 0« X *&Q (K n í-10, teh á t az i t t  olfOfl l t  

pozíciók a oo31- to l  o l5o-ic  terjedők*

ol51-tó l o l7 5 -is  a d iffe renc iák  elhelyez őcáro s z ó la ló

pozíciók*
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/oool/«oo 0000 oool ( 
/ooo2/=oo oool 0000 
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/ooo4/e»o4 oool oool 
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70006/ 0 ^ 0 5  oo31 W *  
/ooo7/= r) 24 0247
/o o lo /« 4  24 o3o6 
/o o l l /a  ^ 0 5  0151 0152 
/oo l2 /«  "  o l o l52 0024 
/oo l3 /*  ^ 0 5  0026 o l52 
/oolA/mfc 05 o22o 0152

/ 00I 5/® 05 o222 o31o

Baramdt crolgt 
/  ool 6/= xq=c. 
/ool7/«h ^  
/oo2o/ta24 
/oo 21/oo 0000 
/ 0022/arOO OOOO
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0027 
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0231
0 2 3 2

0233
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o245
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0247
o25o
o251
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0255
0256
o257
o26o
0261
0262

0263
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— }
ír  ' n oool ool4
f? 24 o225 o247
V 12 0005 oo22
Ib 2o oo22 oo27
ib
b

2o ooll 0255
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b 10 ool4 oo22
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h

11 ooo4 ooll
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ooo3
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oo23
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Ifz o5 oool 0221
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2o
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oooo
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oo25
o2ol)
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o l

ooo^
oool
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oo25

v r
í r

34 oo2o o243
Hz o5 o22o 0151
~h 00 0017 o2oo
~ ~~ ol 0021 0243
+■

y r
(fc

oo oool 0247
21

34
oo24
0243 0255

o5 0151 <HQ o l52+ni)
( - ol o l5o+n ol51+a)

t - /
01 ooo3 0256
31 oo23 mmmmwBmm

V/T 34 0262 0256
f oo oo©3 oo23
+ oo oo27 0256

ol ,0003 oo27



0265 4- ‘ 00 00 o l 0255
0266 —> 11 0023 0030
0267 x^ 34 o27o o255
o27o 1 j
o271
0272

j

0273 TTL o5 oolo 0221
0274 V

i-h

12 0005 0022
0275 20 0012 o3o7
0276 . lo oo22 . ool3
0277 TV 24 o3oo 0222
o3oo u 2o oo22 0024
o3ol . 24 o3o2 0316
o3o8 lo oo22 ool4

o3o3 h 24 o3o4 o317

o3o4 t
■h 00 ool7 ©2oo

o3o5
%

74 — oo2o
o3o6 o5 o22o oo25
o3o7 (­

a
ol o152<hh 002̂

o31o o5 0222 o W

0311 ÜL 05 oo25 oo26
0312 b 00 ooo2 o3o7

0313 b 00 oool 03l 0
0314 31 oo24 — **

o315 V f \ 34 o3o7 0316
0316 1ÍL 05 oo26 o l52*2m

0317 h o5 o22o o152*ho

o32o K 05 ool5 o31o

0321 ■. . »? -— — —



Ityatröra módszere elsőrendű közönségon d ifferenciálegyenlet

megoldására. •

Legyen adva az y**f/x ,y / d ifferencialegyenlet az 

y/xo/y 0 kezdeti f e l t é t e l le l ,  az a„ ^  b JUrüervallnmban*

íiyström képlete szerint az x pontban a megoldás
•  - o  1

y ' k ö z e lítő  értékei
Tll •

7 >-j | = 7 r-, + v V / , - f  ^  t - ^ S - v X f r t  v SL f r  1  ■
'  aho l' ' £  /  3 90 W J

/Lásd C ollata* im* 500 o ld a l* /
A közbülső eredmények viz sgalata. .

Minthogy I <  Í Z  e^ r t

'«■<•*«•+ Í  V * *  A- + 1 v  V  / r  f  | |  v V r  / £  .7 >1 / r  I  c 

^  Z Í 4  L ' f L  +  \ % t ~  + *< » &  4 c . ;|

no 241^1 azao h < ^  aktor 

non csordul t ú l .

a kSzolitás ponto sága l y U i ) - J l j c£  ? 

akkor nem lép f e l  túlcsordulás*



• *.

, t -

Poalcló elő r*. z t í  s

A dlfferonciak.ípeo czubruiin paraöóter Mo^yolro b e ír j 

a ner-fololcT paraaótor órtákokot.

La. '

n=>5 . .

Konntanaok
>/

Paremúterek

/o 5oo/« £  

/o ?o l/«  4 

/o5o2/« I i'90
/o5o3/- £  

/o5o4/« ■itf  

/O5O5/-02

0553

o57o o2oo

/o 5o6/«= b-h

Tfrrakapogjfíldk

o5o7

í

i



o55o K o5 o5o4 o27o
0551 H o5 o5o4 0321

0552 fy 24 o223 — * . V. ’’ ■ r,
0553 lo ol61 difit
o554 23 o5o l o5o7
0555 «V 12 o5oo ol57
0556 i f 2o o5o7 o5o7

r f

0557 X, 13 o5o2 o l63

o56o i f 20 o5o7 o5o7 ' V . J
o561 13 o5o3 0164
0562 t f 2o o5o7 0507 >

0563 i f 2o oo35 o2o l
o564 f t o5 oo36 oo35
0565 í t o5 o2o l oo36 •- •

0566 i t o5 o5o5 (3 konvertálás ás kinyomtatás

o567 fa 24 <%’ —
o57o Ó

-) 11 0200 0506

o571 y r 34 0572 o273 , ,
o572 megáll . . •



Slsfaronflü k3z3nnórcs difforenolálemroxilet merőidósa 

Aflcans»:R5lQ e:strar>oláctÓ3 módszerrel.
■

Legyen adva az y*a=f/x,y/ d lf  fé r  e n d  á l  egyenlet as 

5.srtervQllural?an yf/k 0/*y kezdeti fe lté te lien .*  'Szirtik az 

x n  f ponthoz tartozó  k ö z e lí t i  magolődsát Adeano módszere 

sze rin t

1 / ^rv i ~ Hr + & E fr  t  f v f r  + ^  V*~fr + V r  M x V̂ "h

+ ^ 0 °y$a J  kép la t ad ja,

ahol f tf tf /x  f i t / f 9T

A kSzbülsg eredmények v iz sg á la ta

. A fö ltevés szerint* l y l  < K o  í j )  < I ! * / < ! ■  

l lv o l  Így IV  ̂  ! <  Z " %  .
oz á r t

/<  i r t  2l C i v \ f a i  < ( l c Z ( < £ )
h-.( :

He. h olyan, hogy Ifi**. ( £ ) ) < ■  1 ■ * $ ! y i  ^ ^ ° " ^

/  hol  I 7  O c ) - >  / < £ *C * (% £ ) )  •
■ ■ " 

allcor nem lép  f i i  tnlcrordaláü*



Poaiolóelosztás

A öifforonoiakőpzS szubrutin paramőterholyoire beírjuk  
megfelelő paranótoxértókekot«

I t t  a  £ 6 *

t58 1

Konstansok

/o5oo/«

/o5ol/«

/o5o2/«

/o5o3A

/o5o4A

/o5o5/«

2-
X
12-

&CAA.b'f
¥2 o 

6oVio

/o5oő/*24^/ 0532 -

/o5o7/*+oo o512 oGol 

/o 5 1 0 /^ 3  c6oo ol53 

/o 5 I l/«  02 0542 o2oo

v I

Páram* to r  

/o512/- b-h

Hunkapozlcldkt o513



o52o v 12 0005 I  0022

0521 24 0522 o?14

0522 i-h 2o oo?2 oo27

0523 I t 05 O5o6 o27o

0524 h, o5 o5o6 0321

0525 lo ooÜ2 o5 lo

0526 24 0527
oo27

0533

0527 20 o513
o53o lo 0514 o5o7

0531 *1 24 0223 o532

o532 U oo ol52*a o2ol)

0533 (*> 13 o5oo ol53«i
o534 u 2o o2ol o2ol

o535 4- 00 ooo3 o533
0536 ih l, . 71 0513 — -

0537 w 34 0533 o54o

o54o f a . 05 o5H
o541 ? 24 e>‘
o542 ol oo27 o533

o543 11 o2oo o512
o*44 ' 34 megáll o273



StBnaer IfystrSm o r tr  C o láé i ó a raáeodxmz

őtt d iffe renc iá ló  g é n ié t

legyen adva as y**f/xty ,y V  as y ’A-0/*y0

kezdeti f e l t é t e le z e l  as x £ D Intervallumban, Ennek kö-

s e l l16 numerikus megoldást as *r pontban S tr to r  JJyström 

nőd Lsére szerint*

A Á ?  V r 4 J-1 / ^r4 ^ 1/»' ~ 7  v . i 4- 1  ( ^r, + <tx_y t '  ̂ íx.

+ 5* V>&- + £ k i  V kA - )<0 120^b '
2/ í r *  L C t f *  Í * f r * £ T í *r-'  J V%̂ *  | £  ^  

* . Z £ * 9 r #  & g £ V V > r  -  * *
a

f-r*  %VvÁ-7 (/ 3
—* f.zaiÍLthatjuk k i ,  aholképletek segítségével

? -  f / f  •? * f * /
/lá sd  C olla tz , i.m . 5oo o ld ,/

Közbülső eredményük v izsgal;?ta„
/ "_---.y.- ̂  • '.... _J. ' < ' '' ■ ' ' , s

A fe ltevés szerint* \ $r< |<kQ j ^2 1 | 2 f<  1

E i n t h o ^  18100 V * t  * *

)2 t e n 1̂ ^  £  ^ a H H
J l C* / t  ^  (*  ) ; A -  t  Úgy k e ll

megválasztani, hogy
Ezzel 2Á ram ár b iz to s íto ttu k  a tulosoröuláo elkerU-^

lSsét* ha csak <- - f íré  (ako-£ íc  í  )

X/-ben azonban H h e ly e tt hH szerepel, nyilván Lf | <. ■£ .

o Így !"£- ^  “ 7 r. i I ~ H * i7 '} ~( i 
l e  l/-b e n  szereped *yt- is* ^yi" vun |2  j < 4

ha Hr  IC jr̂

lóhát b * f y l <  £ r é  /aholy«* ) ^ ('K 6  / •  rJöcor , /
í  u s Így sehol som. lép . f e l  tu losordulas-



Í82i£ iá-2 i22síl2 i _ , 4 4 ,
A dlfferenclakápzfl.szubrutin  m egfelelő h e ly e ire  beírjuk a 

m egfeleld pamruSt ereket •
Itt5  nk= 6, £ «2#

Konstansok!

\ i ' / 1
/o 5oo/« £  
/o 5o l/«  ^ 
/o 5ö2/«  Jl

f . /o5o3/a
/o5o*/»
/o5o5/«
/o 5o6/=  | ^ ía 
/05o7/=

• /o 510/»  -iá. 
/o 5 H /«  r
/0512A
/o513/»

. '/ /0514/- o5 0152 0526

/0515/« ffc, 05 05 oo27 o2o3
/ o516/ss x ; 13 o5oo 0153
/o517/* 00 ooo5 oooo
/o 52o/« oo 0006 oool

Ni /o521/= o2 o2 oo o612

•

/ 0522/  . 24 o564 """" ’v

*Sunkapozlcl6kt Paraméter ok

0525 /o524/= b«h
0926
0527
0530
0531

E



05 5o K o5 0522
0551 ifc o5 o522
0552 •/ 12 0005

0553 24 -0554
o554 u 2o 0514
o555

»*/ 12 0513
0556 if 20 o515
0557 +, 10 0516
0560\ 24 0561
0561 ( '
o562 ~ 1 11 oool
o563 ín \ 24 0223
0564 lit o5 0527

o565 He 05 o53o
0566 C
o567 (
o57o l r 2o 05261 *
o571 ■h 00 0003 >
o572 61 oool
0573 v r 34 0574

0574 ,f 00 0526
0575 f 00 o52o
0576 f 00 0517
0577 — o l oool
0600 '7 74 —
060I 13 0017

0602 *- 21 o2o3
0603 f t o5 o2ol
0604 • 12 0513 (
0605 2o 0526
0606 ■— o l oD2o
0607 — ol o517
06I 0 ÜL o5 o521
OGLI ?v 24 t i
0C12 + ' 0 0 . oool
o613 ~; 11 o2oo
0614 y f 34 íregáll

o27o
0321
oo22
0531
0566 

0531 
o£fcl 
oo22 
0527

;
oo22
o53o
0567
0525

)

0526 

0567
0525 
0567
0202

0527 
0573 
o53o 
0564
0526
0526

0203 
o2ol 
o2ol
0527 
0573

(>■

o53o
0524
01273



Másodrendű közönséges d iffe ren c lá l ere/onlet isorolddea 

Adams extrapolációs módszerével.
, , T ' 1 V ' , ' , ‘ ’ .* • • •

Legyen adva azz , y*t*f/x,y,y*/ d lfferonciálogyenlot az 

' r y /xQ/ t  y’/x ^ -y *  kezdeti f e l t é te l le l  az ac Xc 6 in t oval lom­

ban # Ennek közelítő  megoldásét az * pontban

! • /  -7,-4 , - 7^ 7>- + **í + f  * £2 7 V,4 *-

• 4- A- )

íS '.

képletek segítségével zzámitjnk k i ,  ahol f  * f /x  ,y , y V
* -f > > '

/ lá sd  C ollatzi i.m . 500 o ld*/

Közbülső eredmények v izsgá la ta . ,

A fe ltev és  szerint* I I £ K0 l< K , f ,/•*!< /

Minthogy igy | V ’X  A*- I < £  2

ezért ■ „ x ly
|-£, ( £«- J -5 \  />■ f ^  A  & ) / *

i t + i i t  4

De 1 ~k ) <* * -

így ha l y ^ k j - l .  £ /aho l <■ € )  ás

h+5h2< l# akkor f) ben nem lép fa l tú lcso rdu lás.

2 ./-ben viszont

| A f r +  • + f £ ' 7 V* ,- /c  £

Ha !^ ’| * k .4  0  £ £ P ’" ’1 7 - ' j ’ I < f  )  áe 15h X, akkor

2 ./-ben  séta lép  fe l  tú liso rd u lá s .

I



i- ’osicjggloa ztda

. A öifferenciaképaó gaubrutin porára'torhelyeire beírjuk  
a megfelelő param éterért ékeket*

I t t i  „
a  •  4
í  a  2

Konstansok Pnxeaé terek

/o5oo/*s 4 
/o5o l/«  £  
/o5o2/* i
N h

no
h,
a%

/o514Ab-h

/o5o3/=
/o5o4/w
/o5o5/-
/o5o6/» 
/o3 o7/= 
/051o/« 
/o 5 H /-  
/o512/» 
/o513A

L5±
y*° r̂A) 24 

13 
o2 
00

X,
o53o
0162
0557
ooo5

o5o4
o2oo
ooo5

üika-302lcl&k3

515
516



0525 Ft, o5 o51o o27o
0526 H o5 o51o 0321

0527 h 24 o223 — •
o53o K o5 oooo 0515 -
o531 13 0156 o5oo
0532 . U- 2o o515 o515
0533 -f- 00 ooo3 0531
0534 / —> 11 0531 0511 /
0535 yf 34 o$36 v o531
0536 X o3 ool7 o515
o537 13 3017 o2o2
o54o 4*. 2© 0515 0515
0541 20 o2ol o2ftl
0542 I t o5 oooo o515 :
0543 */ 13 ol57 • 1 o5oo
0544 - 4+ 20 ol56 o515

0545 13 ol6o o5o5
0546 'lb 2o 0515 0515
o547 */ 13 0161 o5o6

•

o55o u 2o 0515 0515

o551 X, 13 0162 o5o7
o552 , 3o 0515
0553 ib 2o o2o2 o2o2

0554 Ift o5 0512 ^  . : yy . , | S
o555 h  , 24 C 3' m* ****** .

0556 JL 1 ol 0513 .0531 ‘ 1
0557 —/ 11 o2oo .  o514
o56o y/T 34 0561 - 0273
o561 • •

\ «
• • • •

•

-

\



Közönséges elsőrendű álffcronciálortTünlet megoldása 

l-Ülno módszerével.

leprán adva az )f c dlfífereneiálGgyGrilet.

Ennek namerlkus in teg rá lá sa  Miire módszerrel a következő 

módon tö rté n ik .

AZ >  - 1  •, 7k ; 7-x -/, 'Y segítségével az

* • '  ÍZ , -- <  í | A .  - 1 A r i -41 A  - 2 ;  .
alapján kiszámít juk ^  ^  első k ö z e líté sé t. >

Eszel az <áLsó k ö ze líté sse l kiszám ítjuk ~f<K4 > »et s ^

rúooíáll:*harmadik s tb . >) -edik k ö ze líté sé t az

2 . /

(v> j(V-0
7 ^ *  = y ^ -i * 4 A. - / ) k é p le tte l

, „ i r á n i t  .juk ki* A 2-es i te rá ló  e l Já rá s t addig fo ly ta tju k  a lig  .*

d* Békéssy András: *Kös (ínséges d iffe r  eno iá i  egyenlőtök
# ^

numerikus in tegrálása*  c . J e l z e t  27-23 o ld ./
V * ,

O
A ? /-c s  i te r á lé  eljáráshoz me'^abdtu* egy A * lépésszám 

root, s ^  az i te rá c ió t  ö lnél többször kellene veígrehajtoni -X
f/; ^ v- /

ahhoz* hogy '7^+' ~ 7^wa / legyen* akkor a lépésközt
r # ■

felessük* s ezzel az u,i lépésközzel számolunk tovább. A a uj 

ocz tópont okhoz tartozó  függvényértékeket kvadratikus in te r -
0

poláclévEŰ. határozzuk meg.• .

A kvadratikus in terpo lác ió  képlete /lásd* Hajós György "Hüme-
t .

rikos 6b grafikus módszerek" c . Jegyzet©/ az ábrán lá th a tó  

Jelö lésükkel. _  • . -

^ '  k  *z u L ^  ^  y~(yi~  V X  ^  ̂ ) J



osetftrkbettt

'--—VT----'
e is y  &t

kcíplstboz jutunk*



IHlne nédszer tízpontos programja*

Az adott képleteket a következő alakba Ír ju k  át*

/) ~ "Vx-a <-(& A - ' ■/
[y } • /•y — I} _ _

*) 7 -v n  = |  A>+ /  + /. y ^ . t f - Q f L  + A  A  - , ; J
_ • 1 #

A közbülső eredmények vizsgálata* '

\ fe ltevés sze rin t l y  I £  K o <  I ly  K  f ÍX i <  1

- i IS •=_ A v ^ j  At- f M  j  / - v - i  / £ .

g h U \ > 8 \  * é e A  <- ‘h 2? 37 5

Zgy az l^es képletben

l ' U n l é  1 7 - ^ - / 1 t T-t  ̂ <■ <ka. l y

A 2^-es képletben

l ^ í  u l \ f ^  ' l  n y ~ - r t  k  * i - < -  6 I  .
Ha teh á t Ijxl  c  /-  okkor a közbülső eredmények som csor­
dulnak túl* *

Tehát ko- i-l-L -£ - t vévo b iz to s ítju k  a  tú lcsordulás elkorülécot*

*' ■ ' •  - . . ’ • .- -

Pozioióelosztás* ' .

legyen nz - t  kiszám ité szubrutin  as Of-tftL ov-fc- ■/- lg
terjedő  pozíciókban elhegyezve, s (<*♦£)• -  <sa2/legyen*
Legyen ebben a szubrutinban

x helye ooTo
y helye oo71
f /x ty / * oo72
s /oo73/“  74 f y  —  <=< .



Konstansok*

/oool/** 1/3 - -
/ooo2/»  oo oool oooo 
/ooo3/ °  oo oooo oool 
/ooo4/» 7 24 o ll4  oo44 
/ooo5/m 1/5 
/ 0 0 06 /0  1/4

• ' /oool/m - 1/4
/oolo /tt h lA  -  0112
/o o ll /*  #ji74 -  0136
/o o l2/* ÍC05 0062 oo71 
/oo l3 /«  o2 oo7o ol53 
/ool4 /=  1/2
/ool5/«* - 1/3

•  /ool6/m h  24 oH4 oo41

?ar:nn5texck* »

/oo3o/m y
/oo31/« y j 
/oo32/« y2

/oo33/« y3

/oo34/=
/oo35/«= & . ,
/oojó/m í  /az  1 t a r á i i g  lápások maximális s  sár.oo/ 
/oo37/= b -2 " ^
/oo73/« 74 ^7 —

Wur-kapoziciák*

/oo41/ oo42, oo43, 0060 , ooGl, oo62, oo63, oo64, 0065 , 
006G, oo67, oo7o , oo71, oo72, oo73, oo2o^ oo21 ,

l



SroRTnn

0075 Ily 05 0035
0076 í v 05 0013
0077 X, 13 0020
0100 h 24 0101
0101 ni 05 0030
0102 ne 05 0031
0103 í v 05 0032
0104 ÜL. 05 0033
0105 íít 05 0034
0106 ne 05 0010
0107 ÍV 05. 0062
0110 4c 00 0020
0111 1 A 74 —:

0112 A 13 0065
0113 r' l 24 0114
0114 ~h 00 0002
0115 00 0003
0116 71 0004
0117 Vf 34 0107
0120 - /7c 05 0011
0121 í v 05 0036
0122 •

V 12 0005
0123 A 24 0124
0124 9*1 12 • 0005
0125 20 0066
0126 *

• / 12 0007
0127 u , 3o 0066
0130 i'-h. 20 0061
0131 • / 12 0006
0132 A -i ) 30 0042
0133 \rc 20 0063
0134 00 ■ 0020
0135 74 —

0136 K 03 0065
0137 l-h 20 0066
0140 31 0071
0141 i i - l ) 71 0003
0142 v/r- 34 0143
0143 h 05 0042
0144 T-i . 05 0043

0020

(b
0001

0065 
0061 
0062
0063
0064
0070 
0021
0071
0070 
0073
0072 
0041 
0107 
0113

0120
0021
0067
0041
0066 
0043 
0066
0042

0071
0043

0066

0070
0073
0072 

0060

0155
0041
0042



0145 05 0072
0146 Tv 05 0062
0147 Tt 05 0063
0150 Ht 05 0064
0151 ÜL 05 0060
0152 74 —

0153 11 0070
0154 v r 34 megáll
0155 Jfc 05 0060
0156 — 01 0003
0157 w 34 0160
0160 * / 12 0015
0161 ib 20 0070
0162 X 03 0005
0163 X 03 0006
0164 X; 13 0005
0165

'
30 0062

0166 32 0001
0167 i - 21 0061
0170 X; 03 0014
0171 h 24 0172
0172

(J

IPc 05 0063
0173 1 /, 33 0006
0174 X, 13 0064
0175 i* / 30 0063
0176 i 32 0001
0177 b - 21 0060
0200 X 03 0014
0201 X 03 0014
0202 TC 05 0012

0203 ‘ Tv 05 0016

0043
0061
0062

0063
0064

)
(*

0037
0121
0071
0067
0135
0 0 2 0

0070
0061
0062
0063

0061
0062

0060

0 0 6 2

0063
0005

0063
0 0 2 0

0065
0107
0113



llilno módszer lebegőpontos próbám ja*

\

ír jü k  á t  ()■ 2~) k ép le te t

* ^ ' 3  f  |  ~ 4- Z V ’t ' ^

= 1  / ^ / } + /  7>t-/ *- (*% +£*.,) j alakba

Pozicióelosztás•

legyen az f t *  ,-y) - t  kiszámító lebegőpontos szubrutin az 

°< - t é l  0 ( 4  k-1  - ig  terjedő  pozíciókban s (of+t y / i y  j?y" 

oo75 legyen# '

legyen ebben a szubrutinban 
/o lo o / * X * /Ö le l/

/o lo 2 / ■  ^  «= /o lo 3 /

íP  I = f n = CP+l )

/o34o/ = 74 -----  o<

A lebegőpontos miivé le t  ek et lebegőpontos szubrutin végzi e l 

mindenegyes lebegőpontos műveletnél erre ugrunk áw*

Konstansok

/oool/= 00 0000 oool

/ooo2/» 00 oooo ooo2

/ooo3/« 00 oooo 0003

/ooo4/« 00 oooo ooo4

/ooo5/« 00 oo oool

/oooö/* 00 0006 0006

/oool/m 00 ooo2 oooo

/oo lo /* 00 0006 oooo

/o o l l / - 00 oooo 0006



/o o l2 /. 3 /o o l3 /
/oo l4 /* 0060

/  ool5/W f / /  ---- . 0143
/o o l 6/«  f*, j h  — 0155
/ oo l? / = ^y_ o2o l
/oo2o/« ff f\j — 0214

/oo2i / «  Fi rj ■— 0274
/0022/m h  OS' oo72 ' oo7o

/oo23/« Jfz o f oo62 ooöo

/oo24/« fly 9Y — 0333
/oo25/ - — o311 .

/oo26/« f i ,  ö±" oo32 oo62

/ oo27/** Fje o f  oo42 oo72
/oo3o/« /pr o l2o

/oo31/“ o2 oo7o 0257

Parameteroki Mir3fcai>ozioi<5ki

/oo32» • (oo33 ) / 0052/ B fVJL-
/ oo34/o y  ̂ a (oo35 ) /oo54/= f  'h-/*5
/oo36/«= y 2 = (0037 ) /oo56/* f/*v o
/oo4o/= y ^ * ipo41 ) / 0060/ e

>>
f  h.̂ / ~

/oo42/= h « (oo43 ) /oo62/« y^-3*
/oo44/~ * (oo45 ) /oo64/» yx-A*
/oo46/s* b a (oo47 ) / 0066/ a y •/**
/ OOjo/zx X Q a (oo51 ) /oo7o/= y ov c

/oo7S/« 6 0072

/oo77/«  * / I t  erácl óazárn/ oo73

/o34o /- 74 r y — O' oo74

oo75

(oo53 > 

íoo55  ̂

(oo57 

(oo61 )

(0063 ) 

bo65 ) 

too67 *) 

b o 7 l)



Program

0104 h 05 0050

0105 % 05 0051
0106 * n 05 0031
0107 u  . 05 0032
0110 •h 00 0005
0111 il-i, 71 0027
0112

Vf • 34 0107
0113 n , 05 0026
0114 f t 05 0030
0115 * Hv 05 0065
0116 H 05 0064
0117 fv 74 —
0120 05 ?
0121 Vv 05 9 4 /
0122 00 0007
0123 + 00 0007
0124 f- 00 0002
0125 ■h 00 0002
0126 Ihl, 71 0014
0127 y f . 34 0115
0130 01 0010
0131 — 01 0010
0132 — 01 0011
0133 — 01 0011
0134 h 74 —
0135 r í 05 . 0015
0136 r c 05 0101
0137 ire 05 0100
0140 Tl 05 0043
0141 H 05 0042
0142 Vy 74 —*
0143 n 05 9
0144 H . 05
0145 h 74 —-
0146 f t 05 0020
0147 Tc 05 00*7
01^0 4- 00 0003
0151 fTv 05 0052
0152 n  ■ 05 0016

0100
0101

0^é2
0107

0113
0107
0075
0103
0102

0135
0 0 5 2

0053
0115
0116 
0120 

0121

0130
0115
0116 
0120 

0121 

0146

ÍT4 i  
7 + 1
9

Gut
a  •

U.
0100

0101
0340
0075
0072

7-b i
a

ir+<-



V

0153 + j 10 0003 0053
0154 h 24 LL Qu (
0155

___ V
IK, 05 0054 a .

0156 •h 00 0004
0157 h 10 0002 0055
0160 Ify 24 0 - /
O ld Í 00 0045 9 -f  1
0162

0
X 03 0044 V

•163 f 00 0004 l/Hil-
0164 fa 74 — V
0165 % 05 0062 ÖL
0166 f t 05 0063 b u f
0167 4~ 00 0004 i/ i t  ■
0170 ty 74

?
M,

0171 vt 05 0102 L
0172 f t 05 Pi 1 0103
0173 (ít 05 0054 9
0174 Ifi 05 0055 9 i i

0175 í t 05 0056 a -

0176 , If c 05 0017 1/

0177 ■f, 10 0002 0057
0200

/
fa 24 /JL <JU f •

0201 7 00 0045 /pv- /

0202 X 03 0044 Vt A
0203 +- 00 0004 • V i t
0204 fa 74 —* 1/

0205 r í 05 0066 61

0206 fit 05 0067 l

0207 f 00 0004 i/ +£
0210 h 74 —- Xx

0211 r í 05 ? 0074 Vr

0212 i t 05 . V4f 0073 J*

0213 h 74 Í 0136

0214 Tt 05 ? 0060

0215 f t 05 7>+4 0061

0216 f 00 0045 . TV /

0217 X 03 0044 r

0220 10 0011 0020

0221 h 24 ir . r+ f .1
0222 f t 05 0074 a -

(/>

Ll x - i  +

\

* \

\--
-J



0223 í/c 05 0073 GUI
0224 + 00 0004 ( /h l
0225 jj*4

V
34 — w  i

0226 -) 11 1>+i 0103
0227 tl-ly 71 0001
0230 y r. 34 0231 0234
0231 —) 11 V  ' 0102
0232 \ ̂

/ * 
ii-f, 71 0001

0233 yf  • 34 0240 0234
0234 /Te 05 V 0102
0235 Fc 05 V+f 0103
0236 . \ 01 0001 0072
0237 VT 34 0265 0340
0240 fc, 05 0064 006?
0241 h 00 0005 0240
0242 ll'l. 71 0022 ' • l . ,
0243 yr 34 0240 0244
0244 ' He 05 9 0070
0245 III 05 D+1 0071
0246 — 01 0006 0240
0247 f t 05 0054 0052
0250 + 00 0005 0247
0251 iH , 71 0023
0252 V f 34 0247 r 0253
0253 ' — 01 0006• • . ' • i , 0247
0254 Fc 05

1 , i . 
0056-' V

0255 fc 05 0057
0256 h 74 — 0"*1
0257

V
—f 10 0101 0047

0260 t H, 71 0001
0261 w 34 0262 0147
0262 —/ 11 0046 .0100
0263 I h , 71 0001 *
0264 V/7- 34 megáll 0147
0265 Ív 05 0064 ?
0266 v 05 0066 Gi ■
0267 11 0002 0065
0270 ( j 24 0271 1-f t
0271 /c 05 0021 v+t-
0272 -7 20 0003 0067
0273 h 24 JU a t 7



0274 X 03 0012 ?
0271 4- 00 0013 ?+>
0276 -h 00 0004

n e

0277
0300

h
t i

74
05 0062

i/
a .

0301 ■h 00 0004 n i
0302 —; 10 0003 0063
0303 t?

Ve

24
9/
V

ŰU f
0304 05 0062

0305 ffc 05 V-H. 0063
0306 re 05 0066 7>
0307 Itv 05 0070 a -
0310

re

10 0002 0067

03U 24 0312
0312 05 0344 n i  •
0313 K> 0003 0071
0314 f)y 24 ÁX. Gl+(
0315 Ili 05 0064
0316 Ue 05 0066 0064

0317 -) 10 0003 0065
0320 h 24 0274 0.4/
0321 ú+- 00 0002 n i -
0322

s

74 -—  ■ Hz-
0323 05 0067 0065

0324 Ve 05 V 0066

0325 Ve 05 V>4 t 0067
0326 10 0042 ■ 0000

0327

V e

24 0330
?

0330 05 0024 n i -
0331 -b. 10 0013 0043
0332 f j 24 <r 7+1
0333 Ve 05 0100 a .
0334 Ve 05 0101 GL+I
0335 f  : 00 0004 u~+i
0336 h 74 — JLl

0337 A 05 V 0100
0340 Vv 05 V+! 0101

0341 — 01 0001 0043
0342 — 01 0001 0045

0343 h 74 — 0114

0344
" r

74 — 0315



n »  J A R c I  i  I  I  S B n r S E E K I Á L »
0

B S Y B H I E T E R #

A parciá lis őlffGrGnolálosyenlotoIc küsül kőt 

típus aunarikus Integrálási módon óról; programozzuk 

be adott kezdeti, I lle tő le g  parcofeltótel mollott?

<5üpodigt <x
*

! • /  H i t*  Q1 U<X Mperbdlllciis öltfarcnr

ciálogyonlorfcűt /fixponton paro^rao/*#
• 2#/ A LoptDC© egyenletet /lobogőpontoo prog»

é

raa*/ O&d̂ ouk •



s  ~a  iii^GgboXiiruc d lffero n elá lery o n lo t
ausaorllcafl lnto/rrálága»

Korosrálk aa l^á^rán lá th a tó  a ( a í *4 )
tartor-ílnycm esi dlfforanelilegyea& ot aOEK^rikus
no^oldácdt a tartomány bisonyoe pontjaiban, ha a küvetkcaó 
peren és kesdó fe lté te le ik  adottak

-t

X

u a , * )  * o fí O  
Z tc t ,* )  -  ft-CO
UCO;X) C ^  f* ) 
(a}LO,x ) z f C * )

Gsozufc f e l  a tartou&dyb h , i l la t v e  k , oldalú derélnsógS 
négyesU/pakkéi -Ággy1an a* ÍL#Ta) oswtóponfc j ai'áok ssz&injf végpon­
tokkal o g y ü ty  V  je lö ljü k  a s u megoldás kösn litÓ  érték ét 
a  ?sp$) pontban X j  •aűL# A vlíVfNtMnflil d if fe r  o nciá l-
kóeyradosokat; a raerfo le iu  d lf  f croatiiaBán/alosoIű^űL h e ly e tte s it-

T O «

Gfyonléséghoz ju t mik*

^*■ X.
- + hx~f ,j  \

Iiögyca h» k a , Így  .
* ^*-**1} * ~i-) ~ (1/1) ( J y 1)

As clsÓ  sor / j * 1 / pontj ciLos ta r tó sé  k o s e lilo  érték et a 
fcttvcrtüsasé rood on törjük*

Esőkre a pontokra ogyrőcsti
/) K.t I - Üríti,? +

k ép le t érvényt* / l t l/-n c h
a o g fb le léen /

Kdszőcsts
'f  c / O  = 2 ü

o t
j  *  i d v  -
1(0,* >)

l/~ h o l Óe 2 /-b ó l £•* KUdlGaöfcKLve
(^ /l) . f  -L Yy
képlethez j&usfc*

lévén

A prorpr«*K>sd®t A*l/ H l • A ,2 /  a l k j á n  végéráik.
H ivol a gép f isp o n tta l xaOköűik, ősért ü gyeln i k e l l  arra , 

hogy a  oseropló raonnyioósek l« n 5 l abszolút értőkben kioob* 
bele legyenek .



íogyífic hogy !*/<£• * t i i i <1 e legyen .
-L 5 ■•#! /  >1 a l a t t  aea falcait lányegoc TTOgsaeritánt• /

j t fo O  < < ^

I'M* > I < i

Zg$r vjz első  sor pontjaiba v e t t  / j » l /  k ö so iitő á rt ókefrse’ . i

íffei I ' i 0 £ t i * &  j  -h t & M ’f f i é i - k
. >L '

§ fg lj 1 1  §gjg i + n |§ i | | | i | i i i
• Minthogy a kövctkozo sorokra •■••-• . .... ^

l& i’ljjrt j  - I + I ff I

JJkdrt a k ivetkező oóűon járunk el*

. Qa aj* j~edlk so r t klisflteitjtfr:, aegvJU|Bg£LJuk hogy 

/U,t,,/ < |  toljcoÜl*« . (*’ ^  Av) *Ha noia te l je s ü l  akkor a 

Gzábanforgő őr a2 e lő tte  lévő  /  j»  l - l lc /  írért 3*ol szo­

rozzuk* o k i ryomtatánkor Jelezzük /  ot 9999999 k inyontatá- 

sav a i/ Ijogy az ezután következő taegoldásártákác 3»g1  saor«*
. . .  * . ■ + . ‘ •» *"• í '•' .. . ■ ■ . . . "  •* ’ ■ . _ ■ • •' ’ .•."■• ’ • . . ,.. •. . ‘ .. • ’.-*' • , ..■.■'*• t '• , \ • . ' •

zanddk* , ' .'• ' ■. ■ ’ . .' • . • ' .

.'•' ^oaldÓQlosztáo, > ;: . . ' -  •; ; ;■•/' ;;W

üogyeáj az £ f ( / ) f  (* )  «crt kiszárai tő  program

/  a k e ttő t  összekapcsoljuk/ raiután - e t  kisrasal*-

te ttü k  közvetlenül rátörünk ~ ^  ^  y ? M e sárid tásái:rif s  a  ve­

zé rlő s t ezután adjuk á t  a  vozúro :oibrutIxbuCc • /  az £ • t á l
• é .

<£ + & - -dg terjedő  poziciákbon elhelyezve*

b ie+fc.) * 74 //^ — oo53

• (oo5o") »  x  logyon

Az eredraeny pozíció i

• <oo51 i  ^  ,X )

^o52 ) -  -&•



legyen az cx(-t-) (b(+? « t kiszámító program /  ugyanúgy mint* <

az olózó esetben a két programot összekapcsoljuk*/ Aa Oy • tó i  

ikt- t  »ig te rjed d  pozíciókban* ©lhelyezvefo

C7) + £ f ) * 74 f j  — oo53 .

(Oo5o ) » t  lágyon 

Az eredmény pozíció i i t t  i s

Paraméterok*

(0051 )«* ct ( i  y

< 0 0 5 2  ) -  |^ C ^ )

#

Konstansok*
- • ■'

/oool/=  ily 74 -  0151
/ooo2/*  f 00 0000 oool

- /*-
/ooo3/= 2-

/ooo4/« ♦  0250 o25o

/ooo5/=  00 oool oool

/ooo6/=  /jS 7 ^  o2o5í/
/ooo7/* fír-0 S"oo51 o25o

/0O l0 /e 00 OOOl OOOO

/O O ll/* + j  lo  OOOO 0002

/o o l2/*= 21 oool oool

7 ooi3/»  h  o é i m  0000 

/ool4/=  H, 5^ 0000 ool5

/ 0015/*  h

/OOlG/m fa - Z b°

/ 00I 7/*  00 7777 0216

/oo2o/= s ó i  oöl5 o25o

/oo21/= o l o247 olQ.

/oo22/« 00 ooo2 ooo2

/oo23/« ♦  9999999

/oo25/« <x 

/oo26/= 6*

/oo27/«

/oo3o/= ^

/oo3l/=  00 0000 ooon 

/oo32/«

Murikapoglclók

o25o •  o75o

oo55 -  oo73 -



0126 12 ooo3
0127 fa 24 ol3o
o l3o

b
<J/b 2o oo31

0131 *4- 21 00 22

ol32 +■; lo 0031
ol33 *1 24 0134
ol34 2o oo2o
ol35 K o5 031
0136 i t 2o oolof •
ol37 ‘ i - 21 ooo2

ol4o í z 05 0000

0141 H 05 ooo7
0142
0143 ! í

24
2o ;

0143
oo7o

0144 ÍZ *
' U

o5 ooo4
0145 2o oo65
0146 fa o5 oo25
0147 fa 05 oool
o l5o

fa
74 —

ol51 ó

o l52 *

0153 fa 00 0002

ol54 + 00 ooo2

ol55 .fa 00 oo27
0156 11 . oo5o

ol57 y// 34 0I 60

0I 60 Jfz o5 oo21

0I 6I fa 00 oolo
0162 — o l ooo2

ol63 y r 34 ol64
ol64 b; lo o o ll

0165 24 0I 66

0I 66 l lo oól2
0167

, r / 
f i 2.4 ol7o

ol7o í<?i b 2o 0066

ol71
ol72

000 5ol73 fa 00

o o 3 1  '

0 0 6 / —5> 00  a  0000

0065  ^  0 0  B t t

0066 ^  oo n -2 n -2

o o 3 1

oo 7 3  00  0 000  2 a  

o o 6 2  — 2  ool5 o25o+2n  

o o 7 1  —y 00  0000  n  

oo7o 00  o o o l 0 0 0 a  

ooG7 —■>; 00 o o o l o o o a -1  

00 5 o

0 1 5 1

o 2 o 7  .

0 1 5 2

o o 5 5 ^ 0 o o 2 5 o  o 2 5 o

oo5C 00 o 2 5 o+ a o25o ♦»
oo5o  '
ooB3

’ 1

l

0151
0152 
oo5o 
oo26 
o!5o

oo73

oo55
0171 
oo5C
0172 ; •
0057 -

0171



0174 -p 00 0005
0175 71 0057
0176 yt 34 0171
0177 h 05 0055
0200 He 05 0056
0201 05 0060
0202 00 0030

0203 Tx. 05 0006
0204

i
74

0205 00 0071
0206 tb - 20 0067
0207 ( * • . • . • •
0210 { • . • . . .

0211 - ) 11 0071
0212

2

24 0213
0213 16 0013
0214 l b 20 0017
0215 05 0031
0216 f- 00 .0010
0217 — 01 0002
0226 yif- 34 0221
0221 A , 16 0013
0222 lb 20 0014
0223 lb 20 0064
0224 c • « * • .

0225 v r 34 0231
0226 +- 00 0010
0227 71 0061
0230 VI/- 34 0224
0231 H 05 0020
0232 X • « . • • • ■

0233 b 00 0002
0234 * !”); 71 0062
0235 y r 34 0232
0236 -ft r  55 0023
0237 l - l , 51 0032
0240 34 0164

0177
0060

0055
0056 
0050 
0053

0207
0210

• • •  ■ )

• ■ - ■ ?  

0000

0071 
0055

0072

0072 .

0055
0224
0061

• • •• ) 
0226 
0224

0237
0232

0232

0236

0023
0050
megáll

0172



Laplace egyenlet#

f i z . ?  e (
5l: Így*

CO±(lZ'f4 Of 3 } 

Uu u 9~

$z*

U,M

M.//. 4)

4.4

A Laplace egyenlette l kapcsolatban a E lrleh le t fe lada to t progra­
mozzuk be,A fe lhasznált nrunerlkuG módszer a Laplace operáiitemk 
bizonyos -  numerikus számításra alkalmas operátorokkal való helye- 
te s i té s e  u tján  keletkezik* ’ . . .

Ismeret es*bogy a jó  Iá.-Q  Laplace egyen: e t u / x ,y  /
megoldása valós része az 'HZ-l - . ^ )  +- % (rfay) ?nalltikue
komplex függvénynek, ahol Z-r X + i 7  % Legyen tehát n K) an a li­
tikus az 0 pont körü li X körben* Elekor f / z /  te tsző leges,^  kör bel­
sejében lévő A sorba fe jth e tő ,é s

Polárkoordjháták segítségével
a , « f je ’ ^  ■ z - s *  = .V  f -

y,i )-<j (

olajába

lőhet im i*
Hasonló módon fe lírh a tju k  a£

trr to só  Iiatványsort Is#
így • A  '-ttit  4 c 4 fa  - ^fa  = .

Mintliogy ^ 1 r i 7 ) valÓE része f  
LÍaj 4- Í4 0 4 A(.c 4 —>/ H v —

pontokhoz

í(* v *  & * )
4 ■

Ha r» h
4 Coi ( ÍV  4 G/) t-

s t í 1 *ao-t veszünk /  1 áb ra /
/ .. ' Ll -

akkor:
u ,4  u z + Uj  + ̂ o  * W f hcos 0H 4 gcos 0^ 4 b& *jl2co± Oí7_+

Viszont 1 ^ r *̂1 esetén /2  ábra/ ^
Ll <Z + U.  ̂ t  q -  ~ f(o (C'f/f Co íÖ* -4 6V £ Coi —

&<L -  •• • .

/ l , 4 / - e t  4 -e l szorozva s / l» 5 / - te l  ösegoadva
4  4 htAi 4 ^U tf 4 o  f-4- ÁJtt 4  U *  iÁAtJ -  Z,OlLo =• •

%O A, fg  CxC>4 <0g •«* 2 ^ (p, ̂  Cc>i V . • ,



/Az ennék megfelelő pontok g 3 ábrán lá thatók*/
M ■

/
H  =

0 0
/ LVy
0 * 0

/# 0 4
0 -V 0
4 0 4-

K .J r H -H X  =•
i T\4
if -z>if
JL f

sablonok á l t a l  meghatározott operátorok (elrendezás m átrix )seg its |g l«  
vol az / l* 4 / f/ l ,5 /»  / ^ ,6 /  bal ld a la  Ilut 2xu Ku alakbaá Írha tó .

Ha h é lig  k ic s i /  a pontossági követ élményektől függően/ 
akkor a jobboldalak elhahyagplhatők, s d g / a $  operátort pontonként 
a H, Z,K. operáto rra l h e ly e tte s ítv e  ,

H u « o /1 ,6 /
Z U » 0 A t V

Z u *s o / l f 3 / egyenletekhez Jutunk.
/  A szóbanforgó pontcsoportot az adott sablonok./elrendezés-m átrix /  

határozzák meg*/ . .
Az 1 /  I s  3/ ábrán llv ő  pontokra* / l t 6 / /1*7/ le  
/  l f8 / IdLirv-* ' f

• ito  - j |  M U#

U o í  ^ ( ^ r f  t

. 1/ ( u , U  2-4 U.%4 U j/ )  4 ( U r  t  A  é + /-< * - f U 2 )
Lo '  ^ O -

klpletekhes jutunk*



lilá t ism eretes a  D irich le t fé lő  fe lad a t a következő 
Keresendő a  eik egy a d ta t B tartományában harmonikus ii/x ,y / * 
függvény, amely a tartomány határán ad o tt f azaz anelyro*

A u»o s u/p m (plyt* j)

fe lad a to t az olőbb /v áz la to san / le v e z e te tt rácspont 
módszerrel oldjuk.meg, s fö ltesszük , hogy a ta r tá sá ig  té g la -  
lí?) /ar®sfc JC^yéd/.

Osszuk fö l a  tartományt ogyraástól h távolságra haladó, s  
az oldalakkal párhuzamos egyenesekkel az ábrán lá th a tó  mó- 
dOBU

‘ f t ____________ h

04‘­

0

(► - -

X

. •
V

--—1<1

C C~i c t d
’ ‘

— — — — *-J

legyen az ÁB oldalon lévő 
ooztópontolc száma k /  vég­
pontokat i s  b e leé rtv e / a 
BD oldalon lévőké pedig 
4 - /a  végiMUntoTcat nőm osá- 
n i tv a /  /4z előbbi moggondo* 
lások a lap ján , pontoknónt 
alkalmozliatjuk a  /C\ opcrá- 
to r  h e ly e tt a B i l le tv e  K 
operátort*

Azaz pontonként fe lírh a tju k  -  -vei je lö lv e  az u meg­
oldás P /a+ ih , e+ jh/ pontban fö lv e tt  k ö ze lítő  é rtékét az

+- ^ . j - r  r  )
ille tv e*

tí>u ' -)*• + o * . , - ,  + u u .t  i)  ,
" Xo —̂ ---------- -f

1 í ‘
. lx>LU '-', j f  + .-., + U i . orarcalSsáset.

A megoldás rácspontokban v e tt  k ö z e lí t i  á r tá b o lt a követ­
kezd módon nyerjük* ‘

Minthogy az u * , / iW  j»á>.. £ /  értékek estik a hatá­
ron ± m erő t esek ez ő rt a H operato rt alkalmazva minden /nem ha­
báron lévő / pontra egyín-2) ism eretlen t t a r t  almozó -  s ennyi



Hu=b egycnletrendozcrhez jutunk.9 — —
Ennek az egyenletrendszernek a  megoldásai szo lg á lta t jak a 
fö lada t megoldásának köso lito  é r te k e it a megfelelő pontok­
ban.

egyenletből á llő

Ilu=b egyenletrendszer megoldását

A H m átrix a következő r  könnyen belátható* sp ec iá lis  
tulajdonságokkal rendelkezik, /lásd* IHlnoi im.^*/.4 old#/

1 . /  H p o z itív  d e f in itf
2 . /  B_mátrix osák tartománytól függj
3#/ A fődiagonálisban mindenütt 4*es á l l # a ,tö b b i he* 

lyon soronként leg fe ljebb  4-1-cs a többi elem 0 . .
Az ogyonletrendszorrgradlons módszerrel oldjuk meg. 

/lásd* Booth "Jkcnerloal methods* c* könyve 97 o ld ./
Begyen vvsz u_ vektor V *odlk k ö ze líté se . Akkor a ,

)}4- i  -edik k ö z e líté s t a következő lépésekkel határozzuk meg.

CÜy> =r -jfo fo (9, 9  -
Tv Zö

íf\)+j -  Cv - ^ í> $  
jfv* # - 2"y -

Az i te rá c ió t  addig fo ly ta tju k , iáig az r^vektor xy* kor* 
- ö in á tá ira  *. ,

I <  £ #
ahol £ ,©lőr© ad o tt.

Az információk ábrázolása*

Minthogy az ismeretlenek száma a Htj*b egyenlő trendszer* 
ben £i-2 ) í  teh á t 3  m átrix elemeinek száma {n-2 f i( j t  Ezért -mivel 
az M-3 gép csak 2o48 szóbél á l ló  memóriával rendelkezik- l e ­
vetkőz óképpen járunk e l .  . .

A y  m átrixot (ís tf £  -b jji alakban Írju k  f e l .
isy



N

A 433 m átrix egyetlen elemmel / 4 /  ábrázolható* A 
m átrix csak a  ot és -1 elemekből d l l ;  a -1. $ek száma so­
ronként leg fe ljebb  4* A t j i  m átrixot e z é rt a következő 
módon ábrázoljak* .

Minden sornak m egfeleltetünk egy egy szót* Minden 
szót ö t ré sz re  osztunk f e l i  az elsőrész 8 b it-b ő i a kö­
vetkező három rész  7-7 b it-bő i*  az u to lsó  rész 1 b it-b ő i 
á H .

Legyen a -edik sorban# .
gtu = 255 oss e lső  egyos e lő t t  á l ló  O-ák száma
(Jû ss 1 4Ẑ h az első és mádosik 1—es között á l ló  O-ák 

száma <
, Qlij =  ̂ a második és harmadik 1-es  között á l ló

O-dk száma
9u;». 4 I f  a harmadik és negyedik 1-es között á lló

O-ák száma*
Így a következő módon ábrázolunk egy sort#
A megfelelő ezé# első  részébe beírunk Qu f-M -e t

második • • Oju%.+ 1 -e t
harmadik • • OajlI+ * -e t

■ . • g ': ■ ' negyedik " • O/̂ Jf f  f -e t
ötödik • m 0 - t

. * Ez az ábrázolás mód lényegesen egyszerűsíti a  programot, 
sgitcégével a  £ /*  - {/r £ 4  szorzást úgy végezzük el,hogy
a vektor megfelelő koordinátájából levonjuk a,_x
vektor Qu4+t -edik + 2 J -edik srtb* koordinátáját*

megoldás finomítása#
* ■ •

A jingb egyenletrendszer megoldását úgy finom ítjuk, hogy 
a nyert értékelőre mint a  ̂ ^ = 3  egyenlet megfelelő pontokban 
v e t t  megöldásóinak k ö ze líté se ire  pontonként alkalmaaznk a H o­
perátort*  Annyiszor pásztázzuk ezen a módon végig az ado tt t a r ­
tományt ómig a V -edik és a V + / -edik k ö ze líté sre  nézve#

c v . í t -. ‘0 .
Még fontosabb k ö z e líté s t nyerünk, ha a H operátor h e ly e tt 

a  K operátort alkalmazzuk pontonként, az előbb l e i r t  módon*



A foloclni megoldásának menetet

1*/ Kiszámit juk fispontos programnál a peres’ifc lté to lt  a 
megfelelő pontokban és ezeket az értékeket elhelyezzük a me­
mória O  - tó i 0(4 \  - lg  terjedő pozícióidban*

4  ■ ' .. . . . . r . " , •* • •' * ■ . N ' ‘ > C

2*/ Esem értékek segiteégével e lő á ll í t ju k  a b_vektort 
levegőpontos alakban* '

*

3 • /  Megoldjuk. a IIu==b_ egyenletrendszert lebegőpontos pro g- 
rm  s e g ítségével* "

4*/ A nyert megöldáá a  pontossági követelmény cártól függően 
a H i l le tv e  K operátor segítségével finomítjuk lebegőpontos 
programmal*

-m

Ifcgatygaée. ,

A fe lad a t lobegőponttal való programozása m iatt a rács­
pontok lehetséges .száma erősen csökken jp, végrehajtási idő 
i s  megnő* Azt, hogy a megotásértdfeek ne csordul já r t*  t ú l ,  
könnyű e lé rn i, minthogy a Laplace egyenlet megoldása a  ha­
táron  veszi f e l  minimumát 111* maximumát | Így cook a  h a tá r­
f e l t é te l t  k o ll agy tronszfanadkol, hogy áfcseolut ériekben - 
minden érték  egynél kisebb legyen, ebből mór következik, hogy

u/k9j / l < l /  a  h a tá rfe lté te ln e k  -  mint kétváltozós függvény­
nek szélső értéke i könnyen meghatározhatók*/

Az egyenletrendszer közbülső eredményeinél a azonban nőm 
b iz to s íth a tó k  a  tuicsorducLáe e lkerü lése , minthogy özeket ne— 
háe becsülni* E lkészíthető  azonban egy olyan program i s  amely 
az egyenletrendszert lobogőponttal o ld ja  meg, aég a H i l l *  K 
operátorra l való finom ítást fixpontos programmal m énedig úgy, 
hogy az ogyonletrendssar lebegőponttal nyert regoldásoi égy 
közös k itevőre morraalizáljuk, természetesen megvizsgálva, hogy 
ez nem já r -e  nagy jegyveszt őséggel, /  Ezt a  je len  dolgozatban 
non végezzük e l , /
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f t a r R i a á - f o r e k .

/oo77/ « oo oooo a  

0 oo76/ m g_ */oo75/

£  I  ' '

2201 az első sornak magfelelő : zó pozíciója

2202 a második í  • • * . .
#
• '
•  . . • .

22ol+n-l az n-edik sornak megfeleld szó pozíció ja .

Munkapozíciók .
• 4

oo56* oo74- ig . oloo*olol, olo2.

A_y„yektor helye./A számítás kezdetón parameterkónt visszük be#/

(o llo  ) = Vyj = (OlUy

l otl2} = v>;- ! 0 l l 3j 
• •

(, ollo42n-2 )m Vc^ o ll l*  2n-2

Az f f  hGl' e • / ■  A  = y ^ y

(,oll04-2n/) * tvJ 0111+2^
> ■

. >

(j>llo+4n«*>a}* x ^* ( olll-f4n-2)

(Ollx>+ 4n)= z^^lll+ A nj
' %

%

^ •

(ollo+6n-2 y*s sy>*#Colll+6n-2)
A ^2/  • • .b^ helyet

/  24660 » b  «/2467/% '
\

/2466+2n-2 /** b4t*/2467+2n-2/ .
A belső rácspontok számát a memóriakapacitás korlátozza, begyen
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A. program károm r  én ab ó l á l l t

OHO

<OMo>(o 6(>í ) 'Qbíof.
— o■z ? o 6fe«a +

„ .1*/ A 2200 ’'225£ <6Í terjeas részbea előállítjuk 6

“ Uk“ f 6. ? aü neté>« » t  ¥  «  « « a  tteeff o tc a i t to a to t .
"  * 2300 “ 235S “ i s  t a r j o a s  r í s z b o a  kialak ítunk  k á t

fi™  ÜT° 1JV5't  a »««<r iában úgy, hogy az e red e tileg  cN - t é l ,  
i l s p o n to o p a t ta n  á thelyezett peraaártékcík aaznalizálTO az
f, f 65 ̂ P ^ í e l b a a  - a _ W  egyoalotrcaazsor rogoKIása-
f  “ ! /  * * *  * £ • " “ • *  e g y ü t t  e g y r ó a u t ía  a  o l l o - t ő l  i l le tv e
* f r ° * W1 fc?saod® án leg fe ljebb  a. o657 i l l e tv e  ŰZ7 -ig  to r -  
áede poaioiőkbar. helye tkod 3 enok e l .

í :, tono XOUL)«----<3liC
OltC+Zk-2. 

V
 ̂/ 4&4fy£

le s b e n  az Így kialakított rú c s te r to -  
_ayokra . e l t i l t v a  alkalmazzak a H i l le tv e  K operátorokat.

Z Í  “  ! 3’ P" t r * "“ W **0® * H i l l e tv e  í ,  aiiror a nyert
fk o k é t zz  i*55o á+55o pontnak Begfolelg pozícióba vinezük,

^  B ff* “&1 ♦ E *Mk» akkor
*  ' ' 32' í> 0l<:ba ^  ' * 2351«et lruzfc, ha r -v a l  tíűcor V  *
2472-t.
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Az M-3 u ta s ítá s  roi-ilo^ r e

M a g y a r á z a t  \

Az e lső  cim tartalmához hozzáadódik a második. c in  t a r ­
talma ős b e ír  ódik a memóriába a második címre*
A2 e lső  cim tartalmához hozzáadódik, a második c in  ta r -  \ 
talma* de a memóriába non irod ik  be* 

a előző művelet dÉfredmén;yéhez hozzáadódik ez első  <xLm 
tarta lm a és az eredmény beirődik a memóriába a második 
címre*
Az előző művelet eredményéhez hozzáadódik az e lső  rriw 
tarta lm a, de a memóriába nem irŐdik be*
Az e lső  cim tartalmához hozzáadódik a második njr» t a r ­
talma* Az eredmény boirődik a memóriába a második címre 
ős kinyoutatódik*
Az also óim tartalmának obszolut értőkéhez hozzáadődika 
a második cim tartalmának abszolút értéke , de a memóriá­
ba nem Íródik  be*
Az előző.művelet eredményéhez hozzáadódik az e lső  dm 
tartalraa*Az eredmény beirődik a memóriába a második 
cinre és kinyomtatédik*
Az előző művelet eredményének abszolút értékéhez hozzá­
adódik az első  óim tartalmának abszolút értéke, do a me­
móriába nem Íród ik  be.
A második eim tartalm ából kivonódik az d c ő  cin tö r te im  
és az eredmény beirődik a memóriába a második cinre*
A második óim tartalm ából kivonódik az első cim t a r t a l ­
ma, do a memóriába nem Íródik  be, -  az eredmény megma  ̂  ̂
rád az aritm etikai egységben*
Az előző művelet ere élményéből kivonódik az első cim 
tarta lm a, az eredmény bedródik a memóriába a második 
cimro*
Az előző művelet eredményéből kivonódik az e lső  cin 
tarta lm a, az eredmény nem Íródik  le*
A második eim tartalm ából kivonódik az első cim t a r t a l ­
ma, az eredmény beirődik a második oimre és kinyontató- 
dik



A második óim tortáimnak abszolút értékőből kivonőűik az

elő6  dm tartalmának nbecolut értőire, az arodnény nem Íródik

le*

As előző művelet arodnényoből kivonóüik as el só” óim tartalma*
é

As erodckSny beiródik a második cimro de ktnyantatédik*
Az előző művelet eredményének abszolút értőkéből kivonódik 
az első dm tartalmának abesolut értéko, de a memóriába nem 
Íródik be*
A második A oloGstóöik as gI cu dm tartalmával *As

eredmény teiródlk a memdtábá a msodik eimro*
A második dm tartalma elosstődik as eled dm tartalmával*

• •

As qyasóny a memóriába nem íródik be* ,
As előzd művelet eredménye elosstődik as első dm tartalmával 
os as eredmény beiródik a memóriába a második cinre*
As előző művelet eredmény© elosztódik as első dm tartalmival < 
ab eredmény a m m s á J j É b a  nem Íródik be*
A második dm tartalma elosztódik az első dm tartalmával*
AS eredmény beiródik a memóriába a második cinre és kinyon-
tatőcük* v

A második cim tá rta im n ak  dbosolut értéke el osztódik as e lső  

dm  tartalmának abszolút értékével, de a memóriába nos Író ­

dik be. Z'

jU utőző művelet eredménye elosztódik as előző dm  t á r t á l -  

mával*Az eredmény beiródik a  memóriába a második c in re  ős

kioycstatődlk*

Az előző művelet carodro'nyonok abszolút értéke o lo sa tó ’ik  as 

e lső  dm  tartalmának abszolút ő rt ékével, do a memóriába

non író d ik  be*

A második óim tarta lm a öseaeszorzódik az eloő dm  tartalm ával
. *

As eredmény beiródik a  men őriába a második dinre*
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Az erodmóny a memóriába non Íródik be. ||

Az előző művelet eredménye ösezeszorzódik az eleő dm t á r t á l -4 4

mável.Az eredmény beirődik a memóriába a második d a r e .

A második cím tartalma ösezeszorzódik az első óim tartalmával#

33 l* ,

«  x T

Az élózó művelet eredménye ösezeszorzódik az első  cim to r ­
é  4

talmával#As eredmény a memóriába nem Íródik  be#

' VA második cim tartalm a összeszőrződik az e lső  óim tartalmával#

Az eredmény beirődik a memóriába a második cinre és kinyonrta- 

tód ik .

53 ixi A második dm tartalmának abszolút értéke össsossorzédik az 

első  eim tartalmának abszolút értékével, de a memóriába nem 

Íródik  be#

63 II Az előző művelet eredménye összeszorzódik az e lső  cim tá r tá l-
4

mával#Az eredmény beirődik  a memóriába a második c in re  és k i-  

nyomtatódik#

73 'l/l*'); Az előző művelet eredményének abszolút értéke összeszorsédik 

az első eim tartalmának abszolút értékévéi, de a memóriába 

nem Íródik  be#

06 y i A második óim tartalm a log ikailag  összeszorzédlk az e lső  cim 

tarta lm ával, és az eredmény beirődik a memóriába, a második 

olmre#

16 / I , A második cim tartalm a log ikailag  ösozeszorzédik az első  cim
'  * . *

tartalm ával# A a eredmény megmarad az aritm etikai egységben#

26 i f i k *  előző művelet eredménye lo -ik a lla g  összeszorzédik az első 

cim tartalm ával és az eredmény beirődik a memóriába a második 

cinre#

36
iLa

Az előző művelet eredménye logikán ág Összesz őrződik a? első 
/  cim tartalmával# Az eredmény a memóriába nem Íródik  be#
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A második dm  tarta lm a log ikailag  összeszorzéűik az első 

cira t  a r t  almával • A z eredmény beiréd ik  a memóriába a második 

c in re  és kinyomtat ódik.

A második cim tartalmának abszolút értéke log ikailag  össze*

S3 őrződik az e led  óim tartalmának abszolút é r t  ékével *Az
*

erednény a memóriába nem Íródik  be*

Az előzd művelet eredménye log ikailag  összeseőrződik az első 

cim t a r t  almával • Az eredmény beiréd ik  a memóriába a második 

oimre és kinyomtat ódik* •

Az előzd művelet eredményének abszolút értéke log ikailag  

összeszorzédlk az eled cim tartalmának abszolút értékével, 

de a memóriába nem Íródik  be*

Szám bevitele* 1 szám a p e rfo rá lt szalagró l beirédik  a máso­

dik oimre* A reg iszterben  nem marad meg*

Az olso cira tartalm a átmegy a második oimre és megmarad az
*

aritm etikai egység k e tte s  számú regiszterében*

55 Üt If Az első cim tartalm a átmegy a második cicire és kinyomtaiédik.

de az ári-tanét ik r i  egységben nem markel meg*

. Vezérlés átadás* A következő u ta s í tá s t  a gép az első  címről 

veszi* Az előző miivelot eredménye beirédik  a második címre

h T

r y

. és megmarad az a r itn o tik c i egységben*

Ugyanaz mint a 24-es u ta s í tá s ,  de a szám míg k i i s  nyomta-
4  •

tédik*

A következő u ta s í tá s t  a gép a második ciioről veszi* Az

aritm etika i egysSefron megmarad az előző művelet eredményé­*
nek abszolút értéke*

F e lté te le s  ugrás*A következő u ta s í tá s t  - gép a második cím­

rő l  v esz i, ha az előző művelet eredménye p o z itív , ée az 

első  d in rő l ha az előző művelet eredménye negatív*
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A logikai. szorzóé •  o ; Iidyórtókericóntl operáció* a követ** 
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